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《逻辑 与 智能 丛书 》 序 
何 向 东 


逻辑 学 是 研究 思维 形式 的 结构 及 其 规律 以 及 认识 事物 的 简单 
逻辑 方法 的 科学 。 逻 辑 学 作为 思维 科学 ,与 人 的 智能 的 培养 与 提 
高 联系 极其 密切 。 逻 辑 学 具有 全 人 类 性 .基础 性 .工具 性 与 规范 
性 ,被 称 为 人 类 成 员 都 得 学 习 与 掌握 的 “ 恩 维 的 语法 *。 学 习 逻 辑 
学 ,有 助 于 培养 和 提高 认 知 自学 能 力 ,有 助 于 培养 与 提高 理论 素 
养 , 有 助 于 培养 和 提高 科学 研究 能 力 , 有 助 于 培养 和 提高 思维 素 
质 。 逻 辑 学 在 智力 开发 .思维 素质 的 培养 与 提高 方面 ,具有 其 他 学 
科 与 课程 不 可 兰 代 的 重要 作用 。 当 今世 界 ,逻辑 学 已 渗透 到 许多 
学 科 领 域 ,诸如 哲学 .心理 学 ,计算 机 科学 .语言 学 .物理 学 .法 学 、 
伦理 学 等 。 许 多 国家 ,尤其 是 欧美 发 达 国家 对 逻辑 的 研究 和 普及 
倾注 了 巨大 的 人 力 、 财 力 、 物 力 。20 世纪 80 年 代 ,联合 国教 科 文 
组 织 正式 将 逻辑 学 列 为 与 数理、 化 .天 地 、 生 同等 重要 的 基础 学 
科 。 初 见 端 倪 的 知识 经 济 呼唤 逻辑 学 ,发展 与 繁荣 哲学 社会 科学 ， 
全 面 推进 素质 教育 ,都 人 迫切 需要 钦 辑 学 的 发 展 与 繁荣 。 在 提高 中 
国 公民 的 思维 素质 ,思维 能 力 和 科学 文化 水 平 的 过 程 中 ,逻辑 学 大 
有 可 为 。 

我 校 逻 辑 与 智能 研究 中 心 成 立 于 2005 年 4 月 ,在 全 国 逻 辑 学 
界 大 力 支持 下 ,发 展 很 快 ,已 经 于 2006 年 12 月 批准 为 重庆 市 重点 
文科 研究 基地 。 为 了 进一步 发 挥 中 心 的 作用 ,充分 调动 中 心 专 、 兼 

。1] 。 


职 专家 学 者 的 科研 积极 性 ,我们 决定 编辑 出 版 (逻辑 与 智能 研究 从 
书 》。 该 丛书 包括 学 术 专著 , 译 著 , 教 材 。 如 同 轴 辑 与 智能 研究 中 
心 聘请 了 若干 名 校外 的 专家 学 者 做 兼职 研究 人 员 ,是 一 个 开放 性 
的 文科 研究 基地 一 样 ,这 套 丛 书 也 具有 开放 性 , 它 面向 全 国学 术 
界 ,吸纳 逻辑 学 ,心理 学 .语言 哲学 . 认 知 科学 .计算 机 科学 ,人工 智 
能 等 学 科 的 书稿 ,特别 欢迎 在 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 ,边缘 学 科 方 面 ， 
在 逻辑 与 智能 研究 方面 的 创新 性 成 果 。 

我 们 坚信 ,在 大 家 的 共同 努力 下 ， 从 书 的 质量 和 水 平 将 不 断 提 
高 ,从 而 为 逻辑 学 的 学 科 建 设 , 为 全 面 实施 素质 教育 ,实施 全 面 的 
素质 教育 ,为 发 展 与 繁荣 哲学 社会 科学 作出 应 有 的 贡献 ! 
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第 一 章 绪论 


集合 论 是 一 门 历史 还 不 算 太 长 的 学 科 , 本 章 通过 对 集合 论 的 
产生 和 发 展 的 介绍 ,使 读者 对 集合 论 的 科学 背景 有 一 个 基本 的 了 
解 . 


一 .集合 论 产生 的 背景 


合 论 简称 " 集 论 ” 集合 论 以 集合 为 对 象 ,用 朴素 直观 或 者 公 
理化 的 方法 ,对 集合 的 性 质 、 集 合 之 间 的 关系 如 相等 、 属 于、 包容 等 
进行 研究 . 其 中 ,以 公理 化 方法 研究 的 集合 论 , 被 称 为 “公理 集合 
论 ”, 而 用 朴素 直观 的 方法 研究 的 集合 论 , 则 称 为 “朴素 集合 论 ” 
集合 论 是 近代 以 来 的 数学 家 试图 为 微 积 分 学 奠定 坚实 的 基础 
而 努力 的 产物 . 在 牛顿 (Isaac Newton, 1642 一 1727) 和 莱 布 尼 兹 
(Gottfrid Wilhelm Von Leibniz,1646 一 1716) 等 人 之 前 ,人 们 对 瞬 
息 万 变 的 客观 现象 ,都 只 能 讨论 .计算 它们 变化 的 平均 值 , 而 无 法 
得 到 事物 在 某 一 瞬间 变化 的 瞬间 值 . 例如 事物 的 运动 速度 ,虽然 在 
客观 世界 中 ,大 量 的 物体 速度 在 某 一 时 间 段 中 都 不 是 等 速 的 ,但 人 
们 无 法 得 到 物体 在 该 时 间 段 内 每 一 时 刻 的 中 间 速 度 , 而 只 能 依靠 
距离 除 以 时 间 来 获得 在 该 时 间 段 中 的 平均 速度 . 这 显然 是 不 利于 
科学 的 发 展 的 . 因为 人 们 对 运动 物体 在 该 时 间 段 内 每 一 时 刻 的 瞬 
闻 速 度 的 大 小 .运动 速度 变化 的 规律 等 都 无 法 得 以 了 解 ,当然 也 无 
法 去 把 握 它 们 . 平均 速度 虽然 说 也 是 物体 运动 的 一 个 重要 指标 ,但 
。 1] 。 


不 是 决定 物体 运动 的 最 重要 、 最 根本 的 指标 . 平均 速度 不 能 如 瞬间 
速度 那样 ,为 人 们 提供 物体 此 后 运动 的 方向 .速度 的 快慢 趋势 等 . 
为 了 解决 如 物体 瞬间 速度 的 这 些 类 似 问 题 在 量 方面 的 计算 ,牛顿 、 
莱 布 尼 兹 等 人 创造 发 明了 微 积分 的 计算 方法 . 以 对 物体 从 静止 状 
态 开 始 自 由 下 落 ,其 下 落 过 程 中 任 一 时 刻 的 瞬间 速度 的 计算 为 例 ， 
假定 该 物体 从 静止 状态 下 落 i 秒 后 ,下 落 的 总 距离 为 ;, 那 么 ， 
-oz 

其 中 ,g 为 重力 加 速度 ,是 一 常数 . 我 们 知道 ,物体 从 下 落 的 那 一 瞬 
间 开 始 ,其 下 落 的 速度 会 越 来 越 快 , 否则 , 人们 从 高 处 往 下 跳 或 者 
从 万 米 高 空 返回 地 面 也 就 不 会 有 那么 多 的 麻烦 和 困难 了 . 那么 , 当 
物体 下 落 到 时 刻 上 时 , 它 究竟 以 什么 样 的 方式 改变 着 自己 的 速度 ” 
或 者 , 它 在 时 刻 上 时 ,其 获得 的 瞬间 速度 究竟 是 多 大 呢 ? 

我 们 可 以 这 样 来 考虑 问题 : 设 在 时 刻 + 后 ,物体 再 继续 下 落 六 
秒 , 在 h 秒 这 段 时 间 中 的 位 移 距 离 为 4 而 在 1 十 h 这 段 总 时 间 中 物 
体 的 位 移 距 离 设 为 S, 那 么 ,一 方面 有 


而 另 一 方面 ,有 


二 gth 十 二 六 Be 


现在 ,假设 物体 在 时 间 段 中 的 平均 速度 为 ,那么 ， 
v 二 [二 有 h 


一 gt 十 记 . 


从 理论 上 说 ,上 面 计算 所 导致 的 结论 是 非常 明显 的 : 即 & 的 值 
。2 。 


越 小 , 则 越 是 接近 物体 在 t 时 刻 的 瞬间 速度 . 但 在 该 结论 中 所 包含 
的 逻辑 矛盾 也 是 同样 的 明显 的 : 即 无 论 h 是 如 何 地 小 ,只 要 有 hh 不 等 
于 零 ,那么 , v 就 不 可 能 是 物体 在 1 时 刻 的 瞬间 速度 . 反之 ,如 果 有 h 
等 于 零 ,那么 
v= /二 hh 

就 是 一 个 没有 意义 的 计算 式 , 当然 也 就 无 法 依靠 它 去 计算 物体 下 
落 到 时 刻 t 时 的 瞬间 速度 了 . 

为 了 摆脱 这 一 困境 ,牛顿 、 菜 布 尼 兹 等 人 提出 了 许 许多 多 的 解 
决 问题 的 方法 ,但 就 当时 的 科学 观 和 方法 论 来 说 ,无 论 如 何 地 解 
释 , 都 无 法 摆脱 既 要 有 h 不 等 于 零 义 要 hh 等 于 零 的 矛盾 . 这 种 看 来 无 
法 消除 的 矛盾 让 当时 对 辩证 法 、 对 新 的 科学 、 对 新 科学 的 认识 方法 
都 怀 有 敌意 的 唯心 主义 者 们 特别 地 高 兴 , 其 代表 人 物 即 英国 的 神 
学 大 主教 贝克 菜 (George Berkeley, 1685 ~ 1753) 就 说 过 ,勉强 使 
六 为 既 不 等 于 零 又 等 于 零 的 无 穷 小 , 这 就 是 逻辑 矛盾 , 这 就 是 荒 
雇 , 因 此 ,所 谓 的 微 积 分 完全 没有 合理 的 内 容 , 只 能 是 伪 科 学 . 

然而 , 唯心 主义 者 们 的 攻击 并 不 能 阻挡 科学 的 发 展 . 从 科学 
的 发 展 史 来 看 ,每 当 一 门 科 学 露出 破绽 ,看 起 来 不 是 那么 完满 的 时 
候 , 最 大 的 可 能 性 之 一 也 许 就 是 这 门 科学 将 要 飞 唉 发展 的 时 候 . 微 
积分 学 就 是 这 样 的 科学 . 菜 布 尼 兹 (Gottfried Wilhelm Von 
Leibniz,1646 ~ 1716) 、 拉 格 朗 日 (Lagrange,1736 ~ 1813) 和 柯 西 
(Cauchy,1789 ~ 1857) 等 人 后 来 建立 起 来 的 极限 理论 ,合理 地 解 
决 了 如 A 这 样 的 无 穷 小 在 微 积 分 学 中 的 矛盾 性 问题 ,使 该 学 科 得 
到 长 足 的 发 展 . 

在 极限 理论 中 ,有 一 条 可 以 说 是 至 关 重 要 的 极限 性 质 ; 有 界 单 
调 的 数列 必定 存在 极限 . 一 般 来 说 ,人 们 通常 把 它 看 成 是 极限 所 有 
其 他 性 质 的 基础 . 那么 ,这 条 极限 性 质 本 身 的 真实 性 是 如 何 地 被 证 
明 的 呢 ? 长 期 以 来 ,人 们 都 误 认为 该 性 质 的 真实 性 是 可 以 依赖 于 某 
些 几 何 的 性 质 的 . 然而 当 人 们 认真 地 在 几何 学 中 去 查找 它 的 依据 
时 ,人 们 似乎 才 第 一 次 惊奇 地 发 现 ,在 几何 学 的 公理 体系 中 , 根 

3。 


就 不 讨论 实数 的 连续 和 极限 问题 ,尽管 极限 理论 的 这 一 基本 性 质 
车 归于 几何 学 ,其 连续 和 极限 都 可 以 在 几何 中 得 到 非常 明显 的 直 
观 . 几何 学 和 微 积 分 学 是 两 个 不 同 的 学 科 系 统 , 因 此 在 几何 系统 中 
的 直观 性 并 不 能 代表 在 微 积 分 理论 系统 中 的 逻辑 必然 性 . 至 少 对 
当时 的 学 者 们 来 说 ,明确 地 知道 一 个 理论 系统 中 某 个 命题 的 真实 
性 ,是 不 能 依赖 于 另 一 个 理论 系统 中 某 些 命题 的 真实 性 去 证 明 的 . 

当然 , 随后 由 戴 德 金 (R. Dedekind,1831 一 1916) 和 康 托 尔 
(Cantor,1845 ~ 1918) 等 人 通过 重新 给 “实数 ”定义 ,最 终 在 微 积 
分 理论 中 不 依赖 任何 几何 直观 , 纯 逻 辑 地 证 明了 极限 的 这 一 基本 
性 质 ,使 微 积 分 学 建立 在 牢固 的 极限 理论 的 基础 之 上 . 并 以 此 为 契 
机 ,人 们 开始 去 追问 数学 的 各 个 分 支 最 后 乃至 于 数学 的 基础 ,希望 
能 证 明 它 们 都 是 不 至 于 包含 有 逻辑 矛盾 的 系统 . 在 这 个 过 程 中 ,人 
们 使 用 让 理论 “还 原 ” 的 方法 ,把 数学 的 主要 分 支 最 终 都 “还 原 ” 为 
当时 的 集合 理论 . 人 们 预言 ,只 要 当时 为 人 们 肯定 的 集合 理论 是 一 
个 不 矛盾 的 理论 体系 ,那么 ,数学 的 基础 就 是 牢固 的 ,否则 数学 大 
厦 的 基础 就 会 动摇 ,整个 数学 大 厦 也 就 会 因为 失去 支撑 而 倾斜 . 

1902 年 ,英国 学 者 罗素 (Bertrand Arthur William Russell， 
1872 一 1970) 宣告 ,在 当时 的 集合 理论 中 发 现 了 一 个 悖 论 . 罗素 所 
发 现 的 这 个 悖 论 虽 然 简 单 , 却 杀伤 力 无 穷 . 因为 ,他 完全 以 当时 集 
合理 论 所 允许 的 条 件 , 作 为 悖 论 的 构造 前 提 , 悖 论 的 形式 完全 是 纯 
集合 的 ,但 它 就 以 这 样 极为 简单 的 形式 表明 ,在 当时 已 经 广 为 流 
行 、 对 数学 从 而 对 整个 科学 具有 特别 重要 的 意义 的 集合 理论 本 身 
是 矛盾 的 . 这 无 异 于 是 一 枚 投向 科学 界 的 重 磅 炸弹 ,使 得 整个 科学 
界 为 之 一 震 , 导 致 了 数学 史上 最 为 重大 的 第 三 次 数学 危机 , 也 正 是 
这 次 危机 ,促进 了 集合 论 的 迅速 问世 . 


二 、 集 合 论 的 产生 和 发 展 


集合 论 产生 之 前 ,集合 理论 就 已 经 在 当时 的 科学 界 广 为 流 行 ， 
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特别 在 数学 界 引起 极 大 的 反响 .1851 年 , 在 捷克 人 波 尔 察 诺 
(Bernald Bolzano，1781 ~ 1848) 的 遗 著 《关于 无 穷 的 悖 论 》 中 ， 
1888 年 ,在 戴 得 金 的 4 什么 是 数 》 中 ,都 对 集合 的 问题 有 较为 深刻 
的 论述 ,为 集合 理论 的 产生 和 发 展 作出 了 一 定 的 贡献 . 但 是 ,他 们 
在 集合 理论 中 所 考虑 的 对 象 毕 竟 都 只 局 限 在 数 或 者 函数 的 范围 
内 . 为 集合 理论 作出 了 特殊 贡献 的 是 康 托 尔 . 康 托 尔 在 探讨 三 角 级 
数 展开 式 的 唯一 性 问题 的 过 程 中 ,引起 了 对 集合 结构 的 兴趣 . 不 
久 , 他 敏锐 地 发 现 ,他 的 新 的 研究 工作 具有 完全 独立 于 三 角 级 数 其 
至 于 函数 本 身 的 重要 性 ,并 且 在 1871 年 到 1897 年 之 间 ,他 发 表 了 
一 系列 论文 ,对 集合 理论 进行 广泛 深入 地 论述 . 在 这 些 论述 中 ,他 
把 集合 的 元 素 推广 应 用 到 任意 的 对 象 上 , 而 不 再 仅仅 限于 数 和 函 
数 ; 他 阐明 了 “无 穷 ”的 本 质 , 通 过 区 分 “ 实 无 穷 ” 和 “ 潜 无 穷 ”, 爸 造 
出 无 限 多 层次 的 “ 实 无 穷 ”, 使 每 一 个 “ 实 无 穷 ”都 成 为 一 个 实体 ， 
从 而 使 之 成 为 数学 .逻辑 学 . 拍 学 等 研究 的 对 象 ; 他 提出 了 一 批 关 
于 集合 理论 的 重要 概念 ， 如 点 集 拓 扑 、 次 序 等 ;创造 了 对 角 线 证 明 
方法 ;在 集合 理论 的 基础 上 为 数 的 概念 提供 了 一 个 合理 的 内 核 等 . 
康 托 尔 在 集合 理论 方面 的 创造 性 工作 ,使 集合 的 理念 为 人 们 所 认 
可 ,并 因此 渗入 到 科学 理论 的 各 个 系统 ,特别 广泛 地 渗入 到 数学 的 
各 个 分 支 , 使 数学 界 的 面貌 因此 焕然 一 新 . 到 今天 ,以 集合 理论 为 
基础 所 发 展 起 来 的 集合 论 ,成 为 数学 几乎 所 有 分 支 的 基础 并 由 此 
深入 持久 地 影响 着 其 他 许多 的 重要 学 科 . 由 此 看 来 ,我 们 把 康 托 尔 
称 为 集合 理论 的 创始 人 这 应 该 是 当之无愧 的 . 

但 是 ,由 于 康 托 尔 始 终 是 以 朴素 直观 的 方法 来 整理 集合 方面 
的 经 验 知识 ,那些 被 理论 化 的 经 验 知识 之 间 的 关系 始终 是 不 确定 
的 .处 于 松散 的 联系 状态 之 中 ,因此 ,他 所 建立 的 集合 理论 一 开始 
就 有 两 个 方面 的 缺陷 :一 是 关于 集合 的 定义 的 缺陷 ,一 是 关于 构造 
合理 集合 的 规则 的 缺陷 . 就 第 一 方面 来 说 , 康 托 尔 始终 认为 ,所 谓 
集合 ,就 是 “我 们 直觉 中 或 者 理智 中 确定 的 、 互 不 相同 的 事物 的 一 
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个 汇集 , 它 被 设想 为 一 个 整体 ( 单 体 ). ” 在 康 托 尔 这 个 被 后 人 称 为 
描述 性 的 定义 中 , “汇集 ”、“ 整 体 ”、“ 单 体 ”实际 上 都 是 集合 的 俗 
称 , 因 此 整个 描述 有 循环 定义 之 嫌 ; 同 时 ,在 他 的 定义 中 带 有 极为 
浓厚 的 主观 主义 色彩 ,这 表现 在 对 事物 的 确定 性 等 的 判定 ,依赖 的 
不 是 符合 形式 理论 的 纯 客观 性 的 标准 ,而 是 主观 的 意识 . 男 一 方面 
的 缺陷 对 康 托 尔 集合 理论 来 说 是 非常 致命 的 ,在 康 托 尔 的 集合 理 
论 中 ,没有 明确 指出 ,对 于 已 知 的 集合 ,我 们 究竟 该 可 以 做 、 如 何 做 
哪些 事情 才 是 合法 的 或 者 合乎 逻辑 的 ? 仅 对 集合 的 构造 来 说 ,这 个 
问题 就 是 :我 们 可 以 怎么 样 去 构造 集合 ,所 构造 出 来 的 集合 才 是 人 
们 能 够 接受 的 ? 才 是 合法 的 ? 才 是 不 至 于 引起 逻辑 矛盾 的 ?由 于 康 
托 尔 集合 理论 在 上 述 两 方面 的 缺陷 ,使 得 他 的 集合 理论 不 能 把 逻 
辑 矛盾 即 集合 悖 论 排除 在 集合 理论 之 外 . 

正 因为 如 此 , 康 托 尔 集合 理论 招致 了 以 罗素 悖 论 为 首 的 集合 
悖 论 的 重大 冲击 . 1902 年 ,罗素 宣布 在 康 托 尔 集合 理论 的 基础 上 
发 现 了 一 个 集合 悖 论 , 这 就 表明 , 康 托 尔 集 合理 论 包含 有 人 逻辑 上 不 
可 避免 的 逻辑 矛盾 . 

罗素 所 针对 的 ,就 是 康 托 尔 集合 理论 中 集合 元 素 的 确定 性 ,这 
个 “确定 性 ”的 保证 应 当 是 什么 ?罗素 认为 ,如 果 “ 确 定性 ”没有 严 
格 的 条 件 作 为 保证 ,那么 在 集合 的 构造 过 程 中 就 会 引起 矛盾 . 如 ， 
我 们 给 定 集合 A ,而 能 成 为 集合 A 的 元 素 的 集合 z 的 条 件 是 “z 红 
Xx”, 即 

Vr(r EE APr ¢ 7), 
这 个 条 件 在 人 们 的 经 验 世 界 中 看 起 来 是 如 此 的 明确 ,由 此 方式 所 
构造 的 集合 对 人 们 来 说 应 当 是 确定 无 疑 的 , 它 在 人 们 的 经 验 世界 
中 是 非常 合理 的 . 但 现在 罗素 提出 的 问题 在 于 :既然 对 z 的 要 求 仅 
仅 需 要 的 是 集合 ,那么 当然 也 应 当 考 虑 集合 A 的 归属 , 即 集合 A 是 
否 属 于 我 们 所 构造 的 这 个 集合 ?当时 的 集合 理论 和 逮 辑 理论 在 这 
里 联合 起 来 同人 们 开 了 一 个 玩笑 ,因为 ,如 果 集 合 A 属于 集合 A， 
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则 由 A 集 元 素 应 满足 的 条 件 来 看 ,A 不 能 属于 A. 即 
AEA>AE¢ A, 
但 如 果 和 集合 A 不 能 属于 集合 A ,同样 由 A 集 元 素 应 满足 的 条 件 来 
看 ,A 属于 A, 即 
Ag¢ A=AEA, 
这 显然 是 一 个 无 法 消解 的 矛盾 . 它 否 定 了 集合 理论 中 都 存在 的 集 
合 元 素 的 确定 性 这 一 性 质 . 当然 ,这 并 不 是 说 这 一 性 质 不 重要 .不 
必要 . 它 实 际 上 表明 ,即使 满足 集合 元 素 条 件 的 明确 性 ,这 些 元 素 
汇集 在 一 起 也 不 一 定 能 构造 出 合理 的 集合 来 . 如 果 我 们 不 加 分 析 
地 接受 这 样 的 集合 ,最 终 就 会 在 集合 理论 中 引发 混乱 .引发 还 辑 予 
盾 , 使 整个 集合 理论 毁 于 一 旦 . . 
尽管 罗素 悖 论 对 数学 界 .逻辑 界 万 至 整个 科学 界 的 冲击 是 如 
此 的 巨大 ,但 科学 家 伟大 的 历史 责任 感 和 探求 真理 的 坚忍 不 拔 的 
精神 在 此 刻 表 现 出 更 为 巨大 的 力量 . 为 了 克服 集合 理论 在 初创 阶 
段 中 的 种 种 不 足 , 为 了 完善 集合 理论 本 身 ,1908 年 ,德国 人 策 梅 罗 
(Ernst Zermelo,1871 ~ 1953) 首先 为 集合 理论 设立 了 一 套 较 为 
完整 的 公理 , 其 目的 就 是 要 明确 规定 对 我 们 所 讨论 的 对 象 集 合 来 
说 ,我 们 可 以 .应 该 和 能 够 做 哪些 事情 才 是 正确 的 , 才 不 至 于 在 集 
合理 论 中 导致 导论 的 出 现 . 策 梅 罗 的 工作 标志 着 集合 论 的 问世 ,他 
的 这 些 公 理 后 来 经 过 弗兰克 尔 (Abraham Fraenkel,1891 年 ~ 
1965 年 ) 和 斯 柯 林 (Thoralf Skolem,1887 ~ 1963) 的 严格 解释 和 
少许 改进 ,成 为 现在 的 两 个 最 为 著名 的 公理 集合 论 系统 中 的 一 个 ， 
即 ZF 公 理 体 系 . 稍 后 ,由 纽曼 (Von Neumann,1801 ~ 1890) 、 伯 雷 
(P. Bernays,1888 ~ 1977) 和 哥 德 尔 (Kurt G6del,1906 ~ 1978) 
等 人 建立 了 GB 公理 系统 .在 这 些 系统 中 ,集合 悖 论 都 相应 的 被 排 
除了 . 而 在 集合 论 公理 化 体系 的 不 断 改进 过 程 中 , 随 着 选择 公理 和 
连续 统 假设 的 研究 和 应 用 ,大 大 地 推进 了 集合 论 的 发 展 , 使 之 最 终 
成 为 20 世纪 最 为 活跃 也 最 为 重要 的 学 科 之 -~-. 至 于 康 托 尔 集 合理 
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论 中 的 另 一 缺陷 即 集合 定义 方面 的 问题 , 人们 也 采取 了 任何 一 门 
学 科 都 允许 的 方法 , 即 对 某 些 概 念 不 加 定义 而 作为 原始 概念 的 处 
理 方法 ,以 避免 来 自如 逻辑 .哲学 学 科 方 面 的 非 难 . 


三 .ZF 公理 系统 的 几 条 主要 公理 


在 现代 ,有 关 集 合 论 的 理论 中 ,有 各 种 不 同 的 集合 论 公理 体 
系 .但 其 中 最 为 基本 也 最 具有 代表 性 的 ,仍然 是 1908 年 由 策 梅 罗 
建立 .后 来 经 弗兰克 尔 和 斯 柯 林 改 进 的 ZF 系统 . 姑且 不 管 该 系统 
建立 的 方法 和 其 他 的 相关 内 容 , 从 整体 的 框架 上 ,我 们 可 以 先 了 解 
一 下 它 的 10 条 主要 的 公理 . 

1. 外 延 公理 

一 个 集合 总 是 由 它 的 元 素 所 决定 的 .用 形式 语言 可 记 为 : 

VrXVy(Vz(z E rez 和 y) 一 工 一 y)， 

其 中 ,x,y,z 都 是 表示 集合 的 符号 ;VY ，E :一 ,一 ,= 分别 表示 “ 任 
一 ”“ 属 于 ”“ 当 且 仅 当 ”“ 如 果 …, 那 么 …” 和 “等 于 ”. 

2. 空 集 存在 公理 

存在 一 个 没有 任何 元 素 的 集合 . 用 形式 语言 可 记 为 : 

3xzxVy(y zx), 

其 中 , 习 ,，& 分 别 表示 “存在 ”、“ 不 属于 ”. 习惯 上 , 空 集 用 名 来 表 
不 。 

3. 配对 公理 (无 序 对 集合 存在 公理 ) 

对 任意 给 定 的 集合 z+ 和 y ,都 存在 集合 z, 使 得 集合 z 的 元 素 恰 
好 是 x 与 y. 用 形式 语言 可 记 为 : 

VrvVyyjzVuu E zou=r yu = yy). 
其 中 , V 表示 “… 或 者 …” 配对 公理 实际 上 包含 了 单元 集 和 无 序 
二 元 集 即 偶 集 的 构造 原则 . 习惯 上 ;人 们 把 这 样 的 集合 z 记 为 {x， 
y) ,并且 当 xz 二 yy 时 , 记 为 {7), 并 称 后 者 为 x 的 单元 集 . 
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4. 并 集 公 理 

对 任意 的 集合 x, 都 存在 集合 y, 使 得 集合 y 的 元 素 恰 好 是 z 
的 元 素 的 元 素 . 用 形式 语言 可 记 为 : 

VrjyVz(z E yo dulz Eu A u € 7r)). 

其 中 , 人 表示 “并 且 …”, 以 后 ,我 们 常用 UU zx 来 表示 集合 z 的 元 
素 的 并 集 . 

5. 帘 集 公理 

对 任意 的 集合 z+, 都 存在 集合 y, 使 得 集合 y 的 元 素 恰好 是 x 
的 子 集合 . 用 形式 语言 可 记 为 : 

VrIyVz(z € yz Cr). 

其 中 , C 表示 “… 包容 于 …”. 

6. 无 穷 公理 

存在 集合 w, 它 的 元 素 恰 好 是 所 有 的 自然 数 . 用 形式 语言 可 记 


dw (GB EwA YrrE wrxU {rE w) 
或 者 
woOE€EwA Vann € wn € w). 
其 中 , U ,nn 分 别 表示 “并 ”和 自然 数 n 的 后 继 数 . 
7. 分 离 或 子 集 公理 模式 
对 于 任意 给 定 的 公式 A(z)( 即 满足 条 件 的 集合 z) ,和 任意 的 
合 工 来 说 ,都 存在 集合 y, 使 得 对 任意 的 集合 z,z 属于 y, 当 且 仪 
当 z 属 于 x 并且 > 满足 条 件 A. 用 形式 语言 可 记 为 : 
VrIyVz(z € yoz EE rh A(z)). 
8. 替换 公理 模式 
对 于 任意 给 定 的 公式 A(x,y) ,如果 对 任意 的 集合 x, 都 唯一 
存在 满足 该 公式 的 集合 ,那么 , 对 任意 的 集合 上 ,都 存在 集合 使 
得 对 每 一 集合 xz 都 有 ,如 果 x 属 于 *, 当 且 仅 当 有 集合 >, 使 得 z 属 于 
t 并 且 ,zx 满足 公式 A. 用 形式 语言 可 记 为 : 


VzjlyA(r > VidsVulu € so Iz(z €E tA A(z,wu)). 
其 中 ，Y zx 3 1yA (x,y) 表示 “唯一 存在 满足 条 件 4(z,y) 的 集合 
y”. 

9. 正则 (或 基础 ) 公理 

任意 的 非 空 集合 都 至 少 有 一 个 元 素 ,使 得 它 与 该 集合 之 交 为 
一 空 集 . 用 形式 语言 可 记 为 : 

Vr(rA Gdy(yErxrAzrN y= 0)). 
其 中 的 几 表示 “ 交 ”. 

10. 选择 公理 

如 果 对 任意 的 集合 z 和 yy ,都 有 车 y 属 于 zx, 则 yy 非 空 ,并 且 对 
任意 的 集合 y 和 z, 都 有 y 属 于 zx 并 且 z 属于 x 并且 y 不 等 于 z, 则 
y 与 的 交集 为 空 集 ,那么 , 必 有 集合 c, 使 得 对 任意 的 集合 > 都 有 ， 
如 果 y 属 于 z, 那 么 存在 唯一 的 集合 二 使 得 上 属于 > 并 且 z 属于 c， 
并 且 对 属于 < 的 任意 集合 : ,都 唯一 存在 属于 z 的 =, 使 得 上 也 属于 
z. 选择 公理 用 形式 语言 表示 如 下 : 

VrVy(yE ryFCG)A VyVz(yErAzErAyA 
zy (| z= 8) 
jcVy(y Ex dl EyAtED)A YiEcd!lzE€E rE zx)). 

选择 公理 无 论 从 内 容 还 是 从 形式 上 说 ,都 是 一 条 较 难 理解 的 
公理 . 保留 它 在 系统 中 的 地 位 ,是 因为 它 在 系统 理论 的 许多 复杂 问 
题 的 证 明 上 有 较 大 的 方便 性 和 灵活 性 . 

在 上 述 10 条 公理 中 ,由 于 第 7 条 和 第 8 条 公理 是 以 公理 模式 
的 形式 给 出 的 ,因此 ,对 应 于 任意 的 满足 形式 A(Cz) 或 者 ACz,y) 
的 一 个 条 件 ,就 有 一 条 相应 的 公理 ,由 此 看 来 ,ZF 系统 其 实 是 一 个 
由 无 数 多 条 公理 所 构成 的 系统 . 同时 ,上 述 10 条 公理 也 不 都 是 独 
立 的 ,不 都 具有 理论 上 的 相对 独立 性 . 例如 ,其 中 的 第 7 条 公理 , 完 
全 可 以 由 第 8 条 公理 导出 .但 由 于 ZF 系统 公理 的 选择 是 以 现代 公 
理 的 方便 性 为 标准 的 ,而 公理 7 在 应 用 上 恰好 满足 了 这 一 特征 , 故 
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仍然 把 它 保留 在 系统 的 公理 集合 中 . 

在 有 关 集 合理 论 的 文献 中 ,常常 把 上 述 系 统 中 除开 公理 8 的 
系统 , 称 为 策 梅 罗 系统 , 记 为 Z 系 统 ;而 把 公理 1 ~ 9 构造 的 系统 称 
为 ZF 系统 ;把 公理 1 ~ 10 构造 的 系统 称 为 ZFC 系统 . 

以 上 ,我 们 陈述 了 100 余年 来 的 集合 理论 和 集合 论 的 产生 ,发 
展 的 重要 阶段 ,区 别 了 集合 理论 和 集合 论 ,介绍 了 集合 论 最 具有 代 
表 性 的 现代 成 果 . 但 整个 陈述 .介绍 无 疑 地 都 只 能 是 粗略 的 . 笔者 
的 目的 只 在 于 让 读者 由 此 建立 一 些 关于 集合 、 儿 个 理论 和 集合 论 
的 初步 印象 ,明确 集合 论 之 所 以 成 为 理论 科学 的 基础 ,从 而 自觉 地 
为 这 种 纯 抽 象 思辨 . 纯 形式 化 的 学 科 去 付出 自己 的 辛劳 . 并 且 由 集 
合 论 的 发 展 历史 来 看 ,集合 论 始 终 是 在 逻辑 和 数学 学 科 的 前 提 下 
来 进行 讨论 的 ,这 要 求 我 们 在 学 习 这 门 学 科 时 ,无 论 如 何 都 要 具备 
一 些 相 应 的 数学 和 逻辑 学 的 基本 知识 . 


思考 与 练习 

1. 集合 理论 与 集合 论 有 何 联系 与 区 别 ? 

2. 什么 是 潜 无 穷 ?什么 是 实 无 穷 ? 两 者 的 区 别 是 什么 ?举例 说 
明 ， 
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第 二 章 集 会 


本 章 的 主要 内 容 是 关于 集合 、 集 合 的 性 质 . 重点 内 容 是 关于 什 
么 样 的 集合 才 是 我 们 可 以 接受 的 集合 ?我 们 该 怎样 去 正确 地 构造 


集合 ? 


第 一 节 集合 的 概述 


合 是 集合 论 所 讨论 的 对 象 . 但 究竟 什么 是 集合 ?这 的 确 是 一 
个 难以 回答 的 问题 . 在 各 种 各 样 关于 集合 的 定义 或 者 描述 中 ,尽管 
人 们 通常 使 用 “汇集 *“ 整 体 ”"“ 单 体 ”或 “一 堆 东 西 ”等 作为 集合 
的 属 , 希 望 能 由 此 给 出 集合 的 明确 的 定义 ,但 最 终 的 分 析 表 明 , 这 
些 “ 属 ”都 不 过 是 集合 的 一 些 俗 语 俗称 ,因此 所 有 的 定义 或 者 在 逻 
辑 上 是 循环 的 ,或 者 最 终 会 因为 这 些 定义 导致 集合 悖 论 . 所 以 我 们 
在 这 里 所 介绍 的 集合 ,援引 20 世纪 初 以 来 的 惯例 ,把 集合 同 几 个 
与 之 关系 密切 的 概念 ,通通 作为 不 予定 义 的 原始 概念 来 加 以 处 理 . 


一 .集合 在 康 托 尔 描述 中 的 确定 性 和 不 确定 性 


什么 是 集合 ? 康 托 尔 认为 ,所 谓 集合 “是 我 们 直觉 中 或 者 理 
智 中 的 确定 的 、 互 不 相同 的 事物 的 一 个 汇集 , 它 被 设想 为 一 个 整体 
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( 单 体 ). ”尽管 由 于 这 个 描述 性 定义 在 逻辑 上 是 循环 的 ,并 且 缺 乏 
形式 理论 所 必 备 的 客观 性 ,因此 作为 集合 的 定义 带 有 不 确定 性 . 但 
是 ,从 理论 直观 的 角度 来 看 ,在 集合 的 康 托 尔 描述 中 ,除开 那些 主 
观 的 因素 ,应 当 说 明显 地 也 从 集合 的 外 延 方 面 对 集合 作 了 一 个 明 
确 的 说 明 , 即 集合 是 由 集合 中 的 每 一 个 确定 的 、 互 不 相同 的 、 被 我 
们 称 为 元 素 的 事物 构成 的 . 康 托 尔 集合 描述 中 的 确定 性 反映 了 集 
合 的 两 个 基本 的 性 质 : 

一 、 任 何 一 个 集合 的 元 素 都 是 确定 的 . 换言之 ,对 任何 一 个 确 
定 的 集合 和 任意 的 一 个 元 素 工 来 说 ,z 要 么 属于 这 个 集合 ,要 么 不 
属于 这 个 集合 ,没有 其 他 任何 选择 的 可 能 性 . 

二 ,任何 一 个 确定 的 集合 ,其 元 素 都 应 该 有 具有 不 可 重复 性 . 不 
可 重复 性 是 说 ,如 果 元 素 x 和 y 都 属于 同一 集合 并 且 xz 二 》, 则 
和 yy 只 能 被 视 为 该 集合 中 的 同一 个 元 素 . 

此 外 , 康 托 尔 关于 集合 的 描述 实际 上 还 强调 了 ;任何 一 个 集合 
都 应 该 被 看 成 是 一 个 整体 或 者 单 体 . 从 他 对 “无 穷 ”的 区 别 和 关于 
“法 无 穷 ”与 “ 实 无 穷 ” 的 理论 上 看 ,任何 一 个 确定 的 集合 ,其 元 素 都 
应 该 是 被 完整 地 把 握 了 的 对 象 ,而 绝对 不 是 个 别 元 素 的 简单 积累 

既然 康 托 尔 的 集合 被 看 着 是 从 集合 外 延 方 面 的 一 种 直觉 ,而 
集合 的 外 延 就 是 集合 的 元 素 ,那么 人 们 自然 会 问 ,集合 的 元 素 又 是 
什么 ? 

集合 的 元 素 依然 是 集合 .事实 上 ,一 个 集合 以 另外 一 些 集合 为 
其 元 素 的 情况 在 人 们 的 认识 中 是 具有 普遍 意义 的 . 例如 ,假定 所 有 
的 空间 几何 图 形 构 成 一 个 集合 ,那么 其 任 一 元 素 本 身 当然 还 是 一 
个 集合 , 它 的 元 素 只 需要 被 看 成 是 面 就 可 以 了 ;但 如 果 被 看 成 是 面 
的 话 ,那么 其 中 的 任何 一 个 面 依然 还 会 是 集合 ,其 元 素 至 少 可 以 被 
认为 是 点 ,如 此 等 等 . 事实 上 ,在 相关 领域 的 任何 一 个 确定 的 集合 
中 ,我 们 都 可 以 说 明 它 的 某 个 元 素 又 该 是 怎样 的 一 个 集合 . 因此 ， 
集合 的 这 种 认识 方法 ,应 当 说 是 在 形式 上 具有 共性 的 一 种 认识 方 
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法 .但 既然 集合 的 元 素 依然 是 集合 ,因此 ,希望 从 集合 的 外 延 方 面 
一 般 地 去 直 党 集合 显然 也 是 不 恰当 的 , 正 因为 如 此 ,经 历 了 罗素 悖 
论 冲 击 以 后 的 学 者 包括 罗素 本 人 ,都 把 集合 作为 集合 论 中 一 个 不 
加 定义 的 原始 概念 来 处 理 . 当然 ,既然 集合 的 元 素 是 集合 ,这 就 不 
能 避免 我 们 也 把 集合 的 元 素 也 处 理 为 一 个 原始 概念 . 

既然 说 关于 集合 的 认识 方法 是 在 形式 上 具有 共性 的 一 种 认识 
方法 ,既然 集合 的 外 延 即 元 素 也 依然 是 集合 ,因此 集合 也 只 能 是 一 
个 原始 的 概念 ,这 就 要 求 我 们 在 关于 集合 的 讨论 中 ,需要 小 心 谨慎 
地 去 分 析 、 处 理 涉及 集合 的 所 有 性 质 、 集 合 之 间 的 关系 等 ,表现 在 
集合 的 构造 方面 ,就 是 我 们 下 述 重点 讨论 的 内 容 . 


二 .集合 论 涉及 的 两 个 基本 关系 


在 集合 论 的 讨论 过 程 中 ,我 们 通常 会 提 及 的 关系 是 “属于 ”和 
“相等 ”关系 . 一 般 来 说 ,在 公理 集合 论 中 ,它们 常常 被 处 理 为 无 须 
定义 的 原始 概念 . 

元 素 z 属于 集合 A ,我 们 记 为 x E A; 元 素 不 属于 集合 4， 
我 们 记 为 x & A. 其 中 , € , 儿 分 别 表示 “属于 ”和 “不 属于 ”. 

“属于 ”关系 所 反映 的 是 一 个 确定 的 集合 及 其 外 延 即 元 素 之 
间 的 关系 .x € 4, 即 z 是 集合 4 外 延 中 的 一 个 确定 的 元 素 , 而 当 z 
E A 时 ,我 们 通常 也 称 为 x 包含 于 A 或 者 A 包含 z. 

集合 A 等 于 集合 B ,我 们 记 为 A = B; 集 合 A 不 等 于 集合 B， 
记 为 A 去 B. =, 关 分 别 表示 “等 于 ”和 “不 等 于 ”. 表达 式 A 二 B 通 
常 被 理解 为 记号 A 与 B 表达 同一 个 集合 ,A,B 此 时 不 过 是 同一 集 
合 的 不 同 表达 符号 而 已 ,它们 之 间 因 此 是 可 以 互相 代替 的 . 即 

如 果 aE A 并且 a = 5, 那么 一 定 有 bE A. 

回顾 一 下 上 述 的 讨论 对 以 下 的 内 容 的 理解 是 有 帮助 的 . 我 们 
以 原始 概念 的 方式 给 出 了 和 集合、 集合 的 元 素 .属于 和 等 于 关系 ,并 
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且 对 它们 作 了 直观 的 说 明 . 在 这 里 ,人 们 自然 会 提出 一 个 非常 明显 
的 问题 :既然 集合 的 元 素 也 是 集合 ,那么 为 什么 不 说 属于 关系 是 集 
合 和 集合 之 间 的 关系 ,而 要 有 区 别 地 强调 为 集合 元 素 与 集合 之 间 
的 关系 呢 ? 这 只 是 一 个 纯 技巧 性 的 提 法 还 是 带 有 本 质 性 区 别 的 提 
及 方法 呢 ? 其 实 , 这 并 不 只 是 一 个 纯 技巧 性 的 而 是 带 有 本 质 性 区 别 
的 提 及 方法 . 它 反映 了 集合 论 与 集合 理论 的 根本 差别 , 即 在 集合 层 
次 上 的 严格 区 分 . 因为 事实 上 ,集合 悖 论 的 一 个 主要 来 源 , 就 是 因 
为 集合 层次 的 混乱 而 导致 的 . 


三 .关于 基本 关系 的 外 延 公理 


外 延 公 理 ”对 于 任意 的 集合 A 和 了 , 若 对 任意 的 元 素 z, 都 有 
x A 当 生 仅 当 x € B, 那 么 ,A = B. 

外 延 公理 所 涉及 的 仅仅 是 属于 和 等 于 这 两 个 基本 的 原始 关 
系 . 它 给 出 了 集合 相等 的 充 要 条 件 和 判定 方法 , 即 只 要 集合 所 包含 
的 元 素 全 部 相同 . 例如 ,以 A,B 分 别 表示 “等 边 三 角形 ” 和 “等 角 三 
角形 ”, 几何 学 的 知识 使 我 们 知道 ,对 任 一 三 角形 来 说 , 它 是 等 边 的 
当 且 仅 当 它 是 等 角 的 , 即 它 属于 A 当 且 仅 当 它 属于 B, 因 此 ,A 和 
B 实际 上 表达 的 是 同一 个 集合 ,当然 有 A = B. 

外 延 公 理 之 所 以 称 为 “外 延 ”, 是 因为 它 只 是 建立 在 集合 的 外 
延 基础 之 上 的 .但 是 ,公理 所 涉及 的 基本 关系 即 “ 属 于 ”和 “等 于 ”， 
在 公理 应 用 的 实质 上 却 并 不 是 相同 的 . 这 是 因为 ,相对 于 “属于 ” 
关系 来 说 ,“ 等 于 ”关系 可 以 说 是 一 个 前 集合 概念 . 所 谓 前 集合 概 
念 ,是 说 “等 于 ”关系 在 一 般 意 义 上 原本 所 具有 的 涵义 如 相同 、 重 
合 、 同 一 等 这 些 反映 事物 之 间 的 不 可 分 辨 性 的 特征 ,恰好 为 外 延 公 
理 所 吸收 、 肯 定 和 应 用 . 人 们 按照 “等 于 ”关系 这 些 原 本 的 含义 去 
理解 .判定 集合 之 间 的 相等 ,是 不 会 错误 的 .反之 ,人 们 同样 按照 外 
延 公 理 所 肯 定 的 相等 关系 去 理解 一 般 含 义 上 的 事物 之 间 的 相等 ， 
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也 是 不 会 出 错 的 . 但 “属于 ”关系 却 并 不 如 此 ,尤其 是 在 一 般 的 语 
用 习惯 中 并 不 如 此 .例如 ,以 A,B 记 两 个 不 同 的 人 ,假设 A,B 所 拥 
有 的 物品 是 完全 相同 的 ,没有 任何 不 同 的 物品 . 显然 ,在 此 假设 之 
下 ,对 任意 的 物品 z 来 说 ,都 有 >z 属 于 A 当 且 仅 当 z 属于 B ,那么 ， 
我 们 能 由 此 断言 4 三 吕 吗 ?显然 不 能 . 对 物品 拥有 权 的 完全 相同 ,并 
不 能 推出 拥有 者 本 身 的 相同 ,所 以 ,这 样 的 外 延 关系 就 不 是 外 延 公 
理 所 主张 的 外 延 关 系 . 因此 ,对 外 延 公 理 必 须 强调 以 下 几 点 : 

首先 ,本 公理 称 为 外 延 公 理 , 并 不 简单 地 只 是 一 个 称谓 上 的 问 
题 , 它 表 明 本 公理 在 应 用 上 只 与 集合 的 外 延 相 关 而 与 集合 的 内 涵 
没有 联系 . 

其 次 ,外延 公理 实际 上 规定 了 不 定义 关系 “E ”在 集合 论 中 的 
用 法 , 即 它 只 是 反映 元 素 同 集合 之 间 的 关系 ,而 与 集合 或 者 集合 的 
其 他 任何 内 容 都 没有 关联 . 

再 次 ,外延 公 理 在 有 的 集合 理论 的 论述 中 成 为 以 “<€E ”定义 
“二 ”关系 的 依据 ,但 在 关于 集合 的 讨论 中 ,这 并 不 能 导致 其 他 任 
何不 同 的 结果 ,仅仅 是 一 种 方法 上 的 不 同 处 理 而 已 ,但 对 此 结论 的 
理解 ,应 当 始 终 在 “关于 集合 的 讨论 ”这 个 前 提 之 下 来 理解 . 

最 后 ,外 延 公理 在 上 述 理解 之 下 ,其 逆 命 题 为 真 , 即 如 果 集 合 
A = 了 8, 则 对 任意 的 元 素 都 有 ,x € A 当 且 仅 当 z E B. 

推论 ”集合 A 关 B, 当 且 仅 当 存在 某 个 元 素 xz, 使 得 x € 4. 
但 zz 人 B, 或 者 存在 某 个 元 素 ,使 得 yE B, 但 yg A. 


四 、 空 集 存在 公理 


以 上 我 们 对 集合 的 讨论 ,都 是 建立 在 一 种 假设 的 基础 之 上 的 ， 
即 假设 集合 这 种 对 象 是 实际 存在 的 . 但 事实 上 ,到 现在 为 止 ,我 们 
所 涉及 的 所 有 理论 ,都 不 能 保证 确实 有 集合 这 样 的 对 象 存在 .下 面 
建立 的 空 集 公理 ,就 是 针对 上 述 理论 的 这 一 不 足 的 . 
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空 集 公理 。 存在 一 个 不 包含 任何 元 素 的 集合 . 
空 集 公理 的 确立 有 下 述 两 方面 的 意义 : 
一 方面 ,我 们 以 理论 的 形式 ,断言 在 集合 中 至 少 存在 一 个 集合 
是 言 之 有 据 的 ,使 得 集合 论 决 不 至 于 建立 在 空洞 无 物 的 基础 之 上 ; 
另 一 方面 ,我 们 以 公理 的 形式 承认 ,不 含有 任何 一 个 具有 确定 
性 .不 重复 性 的 事物 的 “汇集 ”或 者 “整体 ”依然 是 一 个 集合 ,从 而 
排除 了 一 般 总 以 为 集合 一 定 要 包含 有 元 素 的 观念 . 
空 集 公理 从 形式 语言 的 角度 可 以 较为 准确 地 叙述 为 :存在 集 
合 A, 使 得 对 任意 的 元 素 z, 都 有 xz&A. 下面, 我 们 为 空 集 公理 所 
肯定 存在 的 集合 定义 一 个 名 称 ,以 便于 后 面 的 讨论 . 
定义 ”不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 , 记 为 名. 
定理 。 空 集 好 是 唯一 的 . 
证 明 :假设 集合 A,B 都 是 空 集 , 由 空 集 的 定义 ,对 任意 的 元 素 
工 , 都 有 
xX¥FA 则 zx & Bi 
同样 有 x & B 则 x 4 A. 在 逻辑 形式 上 ,这 等 于 说 ， 
TE ACrEB; 
由 逻辑 定理 (pmg)= (~ p> ~ 9), 有 
TEA4AzEPB， 
再 由 外 延 公理 ,当然 有 
A=8B, 
即 空 集 多 只 能 是 唯一 的 . 


。 17 ， 


第 二 节 ”集合 论 的 公式 与 集合 的 条 件 


前 面 介绍 的 集合 、 元 素 、 元 素 对 集合 的 属于 关系 、 集 合 对 集合 
的 等 于 关系 等 都 是 作为 原始 概念 给 出 的 . 并 且 ,除了 空 集 ,我 们 对 
于 一 般 的 集合 可 以 说 还 是 一 无 所 知 的 . 其 实 , 没 有 其 他 恰当 的 必要 
条 件 , 仅 靠 上 述 的 原始 概念 是 无 法 去 正确 地 理解 .或 者 正确 地 去 构 
造 一 般 的 集合 的 . 那么 , 正确 地 理解 .或 者 正确 地 去 构造 一 般 的 集 
合 , 并 且 因 此 能 够 正确 地 去 处 理 好 集合 与 集合 之 间 的 关系 ,还 需要 
什么 样 的 条 件 呢 ? 

从 人 们 的 一 般 经 验 来 看 ,往往 认为 可 用 一 名 合乎 语法 (甚至 可 
以 加 上 也 符合 逻辑 的 这 一 条 件 ) 的 语句 ,来 表达 某 一 集合 的 元 素 
的 条 件 , 语 句 的 意义 是 否 是 明确 的 ,这 总 是 容易 判定 的 . 因此 , 某 个 
元 素 是 否 属于 某 个 集合 ,虽然 在 条 件 不 明确 时 是 难以 判定 的 ,但 在 
条 件 明确 时 则 总 是 可 以 判断 清楚 的 . 集合 悖 论 的 出 现 , 对 这 种 经 验 
之 说 予以 了 否定 . 


一 .贝尔 利 悖 论 


在 贝尔 利 (G. Berry,1700 一 1782) 悖 论 中 ,作为 集合 元 素 的 条 
件 的 中 文 描述 可 以 类 似 地 表述 为 :能 用 少 于 二 十 九 个 汉字 的 语句 
的 笔画 数 表 达 的 自然 数 ”, 以 此 为 条 件 , 贝尔 利 所 提出 的 问题 相当 
于 是 :符合 这 个 条 件 的 自然 数 能 否 构 成 一 个 集合 ? 

“能 用 少 于 二 十 九 个 汉字 的 语句 的 笔画 数 表达 的 自然 数 ” 作 
为 集合 元 素 的 条 件 ,在 人 们 的 经 验 世 界 中 不 能 不 说 是 非常 清楚 明 
确 的 了 . 例如， 
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公元 前 二 百年 
这 是 含有 6 个 汉字 的 语句 ,其 中 ,全 部 汉字 的 笔画 数 为 31, 故 31 应 
该 是 假定 的 集合 中 满足 条 件 的 一 个 元 素 . 再 如 ， 
明天 的 阳光 依然 灿烂 

该 语句 中 含有 9 个 汉字 ,而 全 部 汉字 的 笔画 数 为 68, 故 68 应 该 也 
是 假定 的 集合 中 满足 条 件 的 一 个 元 素 . 

在 上 述 对 31 和 68 是 否 为 所 设想 的 集合 中 的 元 素 的 判定 中 ， 
人 们 依赖 的 是 经 验 直观 ,这 种 经 验 上 的 直观 源 于 对 集合 元 素 条 件 
含义 的 清楚 明确 的 确信 无 疑 , 源 于 对 满足 条 件 的 汉语 语句 终归 是 
有 限 的 确信 . 因为 ,我 们 都 知道 ,汉字 的 个 数 没有 超过 60000 个 , 因 
此 ,用 少 于 二 十 九 个 汉字 组 成 的 语句 的 数字 也 不 会 超过 60000! 十 
60000? 十 60000: 十 … 十 600002 ,虽然 这 个 数字 很 大 ,但 它 毕竟 是 
个 有 限 数 , 并且, 其 中 每 一 语句 的 笔画 数 都 一 定 是 有 限 且 确定 的 . 
因此 ,从 人 们 的 认识 经 验 上 看 ,满足 条 件 能 成 为 所 设 定 的 集合 中 的 
自然 数 首先 应 当 是 有 限 的 ,并 且 任 意 一 个 自然 数 是 否 在 这 个 集合 
中 也 应 当 是 可 判定 的 . 但 是 ,自然 数 是 无 限 的 ,那些 并 非 “能 用 少 于 
二 十 九 个 汉字 的 语句 的 笔画 数 表达 的 自然 数 ” 似乎 也 应 该 构成 以 
自然 数 为 元 素 的 另外 一 个 集合 ,并 且 , 由 自然 数 集 和 自然 数 集 的 任 
意 子 集中 都 有 一 个 最 小 数 的 这 一 性 质 ( 这 个 性 质 在 后 面 再 证 明 )， 
设 这 另外 一 个 集合 中 最 小 的 自然 数 为 x ,那么 ,m 是 “不 能 用 少 于 
二 十 九 个 汉字 的 语句 的 笔画 数 表达 的 自然 数 中 最 小 者 ”. 于 是 ,从 
no 所 满足 的 条 件 的 语义 上 看 ,m 应 该 属于 那些 “不 能 用 少 于 二 十 
九 个 汉字 的 语句 的 笔画 数 表达 的 自然 数 ” 所 构成 的 集合 ;但 从 对 
m 描述 的 语句 的 语 形 上 看 ,n。 仅仅 用 了 28 个 汉字 就 被 描述 出 来 
了 ,因此 ,no 又 应 该 属于 那个 “能 用 少 于 二 十 九 个 汉字 的 语句 的 笔 
画 数 表达 的 自然 数 ” 所 构成 的 集合 . 那么 ,m 究竟 该 属于 哪个 集合 
呢 ? 假 设 满足 给 定 条 件 的 由 自然 数 构成 的 集合 分 别 是 A 和 B ,那么 
显然 有 自然 数 oC 即 B 中 最 小 者 ), 使 得 ns € B, 那 么 有 n。€ A 即 
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m E B, 既 然 如 此 A,B 能 成 为 我 们 所 讨论 的 集合 吗 ? 

贝尔 利 悖 论 的 意义 在 于 , 它 揭示 了 用 自然 语言 所 表述 的 集合 
元 素 的 条 件 ,即使 是 语言 合乎 语法 并 且 含义 清楚 明确 ,也 可 能 是 无 
法 构成 集合 的 . 

用 自然 语言 所 表述 的 关于 集合 元 素 条 件 的 语句 ,对 于 条 件 是 
否 被 表达 得 清楚 明确 ,事实 上 并 不 是 一 个 易于 判定 的 问题 , 它 涉及 
“清楚 明确 ”本 身 的 标准 ,涉及 人 们 对 条 件 、 对 表述 条 件 的 用 语 的 
理解 方法 .角度 、 知 识 水 平 . 认 知 事物 的 经 验 甚至 心理 的 状态 等 . 显 
然 ,这 些 因素 都 带 有 极为 浓厚 的 主观 主义 色彩 . 在 集合 论 中 ,依赖 
主观 的 意识 去 描述 .构造 理解 集合 ,都 是 不 符合 形式 理论 的 纯 客观 
性 要 求 的 , 毫 无 疑问 ,集合 论 恰好 就 是 这 样 一 门 具 有 纯 客观 性 要 求 
的 形式 理论 的 科学 . 因此 ,用 自然 语言 表述 集合 或 者 集合 元 素 的 条 
件 都 不 是 恰当 的 方法 . 当然 ,作为 纯 形式 理论 的 集合 论 , 在 这 个 问 
题 上 无 须 去 为 本 该 让 语言 学 家 苦恼 的 问题 而 苦恼 . 集合 论 只 从 纯 
形式 的 角度 去 考虑 集合 ,考虑 集合 与 集合 之 间 的 关系 . 因此 ,从 纯 
形式 这 一 特点 考虑 ,我 们 下 面 将 把 条 件 的 表述 限制 在 一 个 非常 确 
定 的 范围 之 内 . 


二 、 集 合 论 的 公式 
形式 语言 
围 类 符号 :a,bycyd ,ey ytwyT yy 2 "a1 .01 ; 
A,B,C,D,E,:…,W,X,Y,Z,.…,A,,B!, 
乙 类 符 :1. EE ,= 
2. ~ ,A VT 
3. Y ,3 
4.(,) 
甲 类 符号 都 是 集合 符号 ,在 没有 特定 说 明 情况 下 ,其 中 的 小 写 
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字母 一 般 作为 集合 的 元 素 符号 ,大 写字 母 通常 作为 集合 符号 . 大 、 
小 写字 母 中 的 WW,…,Z 和 w,…,z 通 常 作为 集合 变 项 ,而 其 他 的 作 
为 集合 常 项 . | 

乙 类 符号 都 是 联结 符号 . 其 中 的 1 类 符号 是 反映 集合 之 间 的 
关系 的 ;2,3,4 类 符号 都 是 逻辑 符号 ,2 类 符号 从 左 到 右 依 次 为 否 
定 词 . 合 取 词 、 析 取 词 .蕴涵 词 和 等 值 词 ,它们 都 是 用 以 联结 公式 
的 ;3 类 符号 是 全 称 量词 和 存在 量词 ;4 类 符号 是 左 括号 和 右 括号 ， 
它们 都 是 分 隔 符 ，， 

合 论 公式 的 递归 定义 : 

1. (a € 4b) 和 (a = 5b) 都 是 公式 ,并 称 为 原子 公式 . 其 中 的 a, 
可 由 任意 集合 符号 代替 ; 

2. 如 果 gp 水 是 公式 ,那么 (一 pp AD,(gV 办 ,(g 了 内， 
(gog) 都 是 公式 ; 

3. 以 g(xz) 记 含 有 z 的 一 个 公式 (也 可 以 含有 其 他 集合 符号 ， 
例如 g(x,y) ,pla,x) 等 ) ,那么 , Yxzp(z)， jxzp(z) 也 都 是 公式 ; 

4. 除了 以 上 3 条 所 列 外 ,如 果 没 有 特定 的 说 明 ,在 系统 中 出 现 
的 其 他 符号 或 符号 串 都 不 是 公式 . 

集合 论 公式 的 定义 ,一 方面 定义 了 理论 系统 中 纯 形 式 的 合法 
语句 , 另 一 方面 ,作为 递归 定义 ,也 提供 了 识别 系统 中 不 合法 语句 
的 一 种 能 行 的 工具 . 例如 ,由 定义 容易 判定 , 形 如 x € 4,YVzCzE 
A*x € B) 都 应 当 是 系统 中 的 合法 语句 , 即 它们 都 是 集合 论 需 要 
讨论 的 公式 ;而 如 zr € A 和 A 3 Vglx,y) 这 样 的 符号 串 则 不 是 我 
们 所 要 讨论 的 对 象 . 

定义 了 集合 论 的 公式 以 后 ,前 面 所 讨论 过 的 外 延 公理 和 空 集 
公理 ,我 们 可 以 分 别 表示 如 下 : 

外 延 公理 YAVB(CVzGrE Amzr € B)—A = 8B). 

空 集 公理 3AVzr(~ (x € A)). 

对 于 集合 的 语句 ( 即 公式 ) ,从 简洁 好 用 的 角度 出 发 ,作出 某 些 
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形式 上 的 转换 或 替代 是 明智 的 ,这 可 以 使 讨论 的 过 程 变 得 简单 . 在 
系统 的 构建 过 程 中 ,转换 主要 是 通过 定义 和 说 明 来 进行 的 . 
定义 1.(ag 6b) = (df (~ (a € 0))). 
2. (a 0) = (df (~ (a = 6))). 
例如 ,上 述 的 空 集 公理 ,我 们 以 后 可 以 根据 定义 简单 的 表示 为 
34AVz(Cz &¢ A). 
说 明 ”在 不 至 于 引起 误会 的 前 提 下 ,公式 中 的 某 些 括号 是 可 
以 省 略 的 . 我 们 知道 , 乙 类 符号 中 的 2 类 钦 辑 符号 ,在 没有 任何 括 
号 的 前 提 下 ,它们 的 联结 力度 以 ~~，A ,，V ,一 ,> 的 顺序 是 依次 
减弱 的 ,既然 如 此 ,我 们 当然 可 以 利用 这 一 特点 来 使 用 括号 . 例如 ， 
在 公式 
((xE€E AmrEB)A(a= BV (IAVzr(xr ¢ A)) 
中 ,我 们 依据 A 和 VYV 的 联结 力度 ,去 掉 V 两 边 公式 的 外 层 括号 ， 
记 为 
(xXE€E ArrEB)A(a=B)YV dAYVzr(r ¢ A) 
的 形式 ,完全 不 影响 公式 原本 含义 的 表达 . 
如 上 述 的 说 明 或 者 定义 的 方式 ,在 随后 的 叙述 中 如 果 需 要 ,我 
们 还 会 根据 需要 随时 给 出 . 


三 .集合 论 的 条 件 


集合 论 的 公式 为 我 们 提供 了 讨论 集合 时 所 考虑 的 形式 语言 
范围 . 现在 ,我 们 以 集合 论 的 公式 为 基础 ,来 定义 集合 论 所 考虑 的 
条 件 . 

集合 论 的 条 件 ”公式 C(z) 是 工 的 一 个 集合 论 条 件 , 当 且 仅 
当 C(x) 是 含有 z 的 一 个 公式 (公式 中 也 可 以 含有 其 他 的 字母 ,如 
CCzyy),C(az) 等 ), 且 在 CCz) 中 不 含有 Yr 和 jx. 

例如 ,公式 z 王 和 zz 天 xz, 都 可 以 成 为 集合 论 中 关于 zx 的 集 
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合 论 条 件 ,虽然 ,在 集合 论 的 讨论 中 ,满足 前 者 的 z 比 比 皆 是 ,而 满 
足 后 者 的 工 不 可 能 存在 ,但 这 并 不 妨碍 它们 同样 成 为 集合 论 中 关 
于 z 的 条 件 ; 再 如 ,对 于 公式 zE A 和 x KA, 只 要 满足 条 件 : 在 A 
中 不 含有 Yz 和 jz, 它们 同样 也 能 成 为 集合 论 中 关于 z 的 条 件 . 
显然 ,从 谓词 逻辑 的 角度 看 ,集合 论 条 件 CCz) (公式 中 也 可 以 含有 
其 他 的 字母 ,如 CCz,y),C(a,z) 等 ) 在 能 行 可 构造 的 纯 公 式 形式 
的 基础 上 ,被 要 求 为 关于 z 的 一 个 严格 的 命题 函 项 . 

合 论 的 条 件 我 们 以 后 通常 简称 为 条 件 . 

合 元 素 的 某 个 条 件 。 对 于 某 个 已 知 的 条 件 CC(z) (公式 中 
也 可 以 会 有 其 他 的 字母 ,如 CC(z,y) ,Cla,zx) 等 ), 若 存在 某 个 集合 
A(A 不 在 Clz) 中 出 现 ) ,恰好 包含 满足 C(x) 的 一 切 z 为 其 元 素 ， 
即 有 

了 4AVxzGzEACCz))， 
. 则 称 C(x) 是 使 z 成 为 集合 A 的 元 素 的 一 个 条 件 . 并 记 集 合 4 为 
A=(z|CCz)). 

在 关于 集合 元 素 的 某 个 条 件 的 定义 中 ,唯一 的 要 求 是 字母 A 
不 得 在 CCz) 中 出 现 . 这 一 要 求 是 为 了 排除 集合 A 成 为 集合 A 的 元 
类 的 任何 可 能 性 . 

集合 A 的 元 素 z 的 某 个 条 件 , 是 在 特有 的 形式 语言 即 公式 的 
基础 上 表述 的 . 但 对 集合 A 的 元 素 z 来 说 ,这 样 的 条 件 可 能 并 不 是 
唯一 的 . 例如 , 公式 x € x 和 zz 关 xz, 都 可 以 成 为 集合 A 的 元 素 z 
的 条 件 ,虽然 它们 的 意义 是 不 相同 的 ,但 在 随后 的 讨论 中 我 们 能 够 
证 明 ,满足 这 两 个 条 件 的 z 都 是 不 存在 的 . 因此 ,由 它们 所 描述 的 
集合 

34VzGzE Amr € zx) 
和 
JBYzr(r €E Ber 7) 
都 只 能 是 空 集 , 即 A = B = 2. 
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集合 论 的 条 件 和 集合 A 的 元 素 z 的 某 个 条 件 ,是 公理 集合 论 
的 基础 理论 ,其 重要 的 理论 意义 在 于 , 它 排除 了 在 讨论 集合 理论 的 
过 程 中 ,人 们 对 所 使 用 的 自然 语言 符号 的 含义 在 理解 .应 用 等 方面 
的 主观 因素 ,特别 是 其 中 的 个 人 认识 经 验 的 因素 和 心理 方面 的 因 
素 . 而 建立 在 集合 论 公式 基础 上 的 集合 论 的 条 件 和 集合 A 的 元 素 
2 的 某 个 条 件 ,都 是 可 以 在 基于 同样 的 含义 和 相同 的 规则 基础 上 
给 出 明确 地 确定 地 客观 分 析 , 公 正 地 评估 ,并 由 此 去 确定 以 怎样 
的 方式 构造 集合 ,讨论 集合 ,确定 集合 之 间 的 关系 并 进而 在 实践 中 
去 充分 地 利用 集合 理论 的 价值 . 

在 应 用 集合 论 的 条 件 和 集合 A 的 元 素 x 的 某 个 条 件 时 ,我 们 
应 当 注 意 以 下 几 点 : 

首先 ,集合 论 的 条 件 是 以 集合 论 的 公式 为 基础 的 ,这 实际 上 是 
为 集合 论 条 件 的 语言 表达 方式 划 定 了 一 个 范围 . 因此 ,对 任何 即使 
是 合乎 语法 也 含义 明确 的 自然 语言 表达 的 语句 ,除非 它 在 形式 上 
能 够 被 表达 为 集合 论 的 条 件 , 否 则 在 集合 论 的 严格 论述 中 是 不 会 
考虑 它 的 ， 

其 次 ,对 集合 A 的 元 素 z 的 某 个 条 件 CCz) 的 讨论 ,是 以 肯定 
集合 A 的 存在 和 在 条 件 C(x) 中 不 含有 A 为 前 提 的 . 这 里 要 注意 两 
点 . (1) 集合 A 的 元 素 z 的 某 个 条 件 , 是 对 某 个 确定 的 集合 A 中 的 
元 素 加 以 描述 、 表 达 的 方式 ,这 同 以 “符合 某 个 条 件 的 元 素 zx” 构成 
某 个 集合 在 意义 上 是 完全 不 相同 的 . 如 果 对 元 素 z 的 某 个 条 件 的 
使 用 不 注意 这 个 前 提 上 的 差别 ,而 以 后 一 种 方式 使 用 的 话 ,那么 既 
同 集合 被 处 理 为 原始 概念 的 初衷 相悖 ,也 会 因为 元 素 条 件 的 作用 
失去 限制 而 在 集合 理论 系统 中 引发 集合 悖 论 . 例如 ,考察 zx 的 条 件 
zx 一 Z, 我 们 知道 ,任何 一 个 集合 都 是 满足 这 个 条 件 的 ,预先 没有 某 
个 确定 的 集合 ,我 们 只 是 在 一 个 确定 的 集合 中 以 此 条 件 来 描述 它 
的 元 素 ,那么 就 会 导致 所 谓 的 最 大 的 集合 ,从 而 导致 集合 悖 论 . 所 
以 ,集合 元 素 的 某 个 条 件 C(x) 尽管 通常 被 表示 为 某 个 确定 集合 的 
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元 素 的 一 个 充 要 条 件 , 但 并 不 是 元 素 zx 可 以 构成 集合 的 充 要 条 件 . 
(2) 在 集合 A 的 元 素 的 某 个 条 件 C(zx) 中 ,要 求 字 母 A 不 得 在 C(x) 
中 出 现 . 如 前 所 述 , 这 一 要 求 是 为 了 排除 集合 A 成 为 集合 A 的 元 素 
的 任何 可 能 性 . 罗素 为 这 个 要 求 的 必要 性 提供 了 一 个 典型 的 例证 . 
他 为 z 提供 的 条 件 CCz) = x & xz, 假设 对 确定 的 集合 A, 有 
A={r|zx€&zx). 

由 于 xz 是 集合 ,A 也 是 集合 ,如 果 不 排除 A 在 条 件 C(zx) 中 出 现 的 
可 能 性 ,那么 就 有 A 后 A, 现 在 要 问 的 是 ,集合 A 是 否 是 集合 A 中 
的 元 素 ? 由 上 述 条 件 显然 有 

ACEA4-ACEA-AEA: 
这 表明 ,如果 违 反 C(x) 的 规定 ,我 们 显然 将 面 对 一 个 永 无 休止 的 
推断 ,同时 也 肯定 是 一 个 永远 无 法 消除 的 逻辑 矛盾 . 


思考 与 练习 

1. 什么 叫 集合 论 的 公式 ? 

2. 什么 是 集合 论 的 条 件 ? 

3. 什么 是 集合 元 素 的 条 件 ?元 素 的 条 件 与 集合 论 的 条 件 有 何 
区 别 与 联系 ? 

4. 为 什么 说 集合 具有 不 可 定义 性 ? 
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第 三 章 ”集合 的 基本 运算 


在 讨论 集合 的 过 程 中 ,对 给 定 的 集合 ,我 们 常常 需要 经 过 一 些 
基本 的 运算 ,如 并 、 交 、 差 ,每 ,从 而 构造 出 新 的 集合 ,因此 ,基本 的 
运算 方法 是 我 们 构造 集合 的 一 种 重要 的 方法 . 在 讨论 这 些 方 法 之 
前 ,我 们 先 来 建立 关于 两 种 重要 的 集合 的 概念 . 


第 一 节 子 集 


一 、 子 集 公理 


公理 ”对 于 z+ 的 每 个 条 件 C(z) 和 给 定 的 集合 B, 都 存在 一 个 
集合 A(A 不 出 现在 C(x) 中 ) ,使 得 A 恰好 包含 B 中 的 一 切 满足 条 
件 CCz) 的 元 素 x. 即 

VBIjIA(Vr(xr € AczE BA C(x))). 
在 明确 B 是 任意 给 定 集合 的 前 提 下 ,为 了 突出 集合 A 对 B 的 
包容 于 关系 ,上 面 的 公式 可 以 简化 为 : 
A=(zEBICCz)). 
即 集合 A 是 由 集合 B 中 所 有 满足 条 件 C(x) 的 元 素 zx 构成 的 . 
前 面 在 讨论 条 件 CCz) 时 曾 断 言 ,在 没有 确定 的 集合 范围 的 情 
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况 下 使 用 条 件 C(z) ,那么 满足 该 条 件 的 一 切 工 不 必然 构成 一 个 集 
合 ,罗素 悖 论 可 以 间接 地 证 明 这 一 观点 .但 如 果 有 了 确定 的 集合 的 
范围 ,在 这 个 范围 中 考虑 那些 满足 条 件 C(x) 的 z, 从 形式 理论 的 
角度 来 说 ,这 些 z 中 的 每 一 个 都 不 但 是 被 认 知 了 的 、 被 确定 把 握 了 
的 对 象 , 而 且 对 它们 的 认 知 过 程 也 总 是 有 限 的 . 子 集 公 理 所 反 映 的 
就 是 对 集合 的 具有 这 种 特点 的 认 知 过 程 .因此 , 子 集 公理 的 正确 性 
当然 是 不 言 而 喻 的 . 


二 、 子 集 的 定义 与 性 质 


定义 ”集合 A 称 为 集合 B 的 一 个 子 集 ,如 果 A 的 元 素 都 是 B 
的 元 素 . 即 
Vr(r E€ A—=zx € B). 
如 果 和 集合 A 是 集合 B 的 一 个 子 集 , 我 们 称 集合 A 包容 于 集合 B, 记 
为 
ACB. 
其 中 ,符号 “CC” 表 示 “… 包 容 于 …”. A 包容 于 B, 也 可 读 为 B 包 容 A， 
当 集 合 A 是 B 的 一 个 子 集 时 ,也 称 集合 B 是 A 的 一 个 包容 集 . 
在 上 述 定 义 中 , 当 生 仅 当 ACB 并 昌 A 关 B 时 , 称 A 是 B 的 
一 个 真子 集 , 记 为 
ACB. 
包容 于 或 者 包容 关系 ,是 以 集合 、 集 合 的 属于 等 原始 概念 为 基 
础 所 严格 定义 的 第 一 个 集合 与 集合 之 间 的 关系 ,我 们 有 必要 对 它 
们 的 性 质 加 以 讨论 . 由 子 集 的 定义 ,包容 (或 者 包容 于 ) 关系 应 当 
具有 下 述 基 本 人 性质. 
性 质 “对 任意 的 集合 4A,B,C 来 说 : 
1. 自 返 性 成 立 . 即 
VACASA). 
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包容 关系 的 自 返 性 ,由 子 集 定 义 来 看 是 非常 明显 的 ,但 要 注意 
的 是 ,这 里 的 包容 关系 是 排除 了 真 包容 关系 的 . 
2. 反对 称 性 成 立 . 即 
YAVBCASB)A(CBSEA) 一 4 一 了 ))， 
共有 包容 关系 的 任意 两 个 集合 之 间 不 具有 对 称 性 ,这 由 外 延 
公理 是 不 难 证 明 的 ,证 明 留 给 读者 做 练习 . 但 要 注意 的 是 ,这 里 的 
包容 关系 仍 不 包含 真 包容 关系 . 如 果 由 集合 A,B 的 互相 包容 , 依 
据 外 延 公理 能 够 推出 二 者 相等 ,那么 ,由 集合 A,B 的 互相 真 包 容 
只 能 推出 断定 上 的 逻辑 矛盾 . 
3. 传递 性 成 立 . 即 
VAVBYVCCASB) A(CBSC) 一 ASEC)). 
包容 关系 的 传递 性 由 子 集 公理 不 难 证 明 . 但 同 前 两 个 性 质 不 
同 ,包容 关系 的 传递 性 同样 适合 于 具有 真 包容 关系 的 集合 . 即 
VAVBYC(I(ACB)A (BCOR(ACO)). 


三 .关于 子 集 的 几 个 基本 定理 


”在 子 集 公理 的 条 件 中 ,对 任意 给 定 的 集合 B 来 说 ,任意 的 条 件 
CCz) ,在 B 中 都 能 确定 与 之 对 应 的 一 个 子 集 ,从 这 个 角度 来 说 , 集 
合 B 的 子 集 不 会 是 唯一 的 , 现在 的 问题 是 ,尽管 由 条 件 C(x) 的 多 
样 性 ,使 得 集合 B 的 子 集 也 是 多 种 多 样 ,但 对 任何 一 个 给 定 的 条 件 
如 CCx) 来 说 ,B 的 子 集 还 会 是 多 样 的 吗 ? 

子 集 唯 一 性 定理 对 条 件 C(x) 中 任意 给 定 的 条 件 C"(z) 而 
言 , C(x) 所 确定 的 集合 8 的 子 集 4 是 唯一 的 . 

证 明 :我 们 在 任意 的 条 件 中 任意 取 定 一 个 记 为 C (z), 对 于 任 
意 给 定 的 集合 B, 如果 满足 条 件 C(x) 的 子 集 既 有 A 又 有 了 , 那 
么 ,显然 有 
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VzzEAzEBACCz))i 
YzCzEDezEBACCz)). 
所 以 ,必然 有 
VYZzCzEA4cZzEDD). 
由 外 延 公 理 , 当然 有 
A=D. 
这 表明 ,对 任意 给 定 的 集合 B 和 给 定 的 某 个 条 件 而 言 ,满足 这 
个 条 件 的 B 的 子 集 只 能 是 唯一 的 . 
包容 关系 的 自 返 性 表明 ,任何 集合 都 至 少 有 一 个 子 集 即 该 集 
合 自己 ,这 个 性 质 同属 于 关系 的 性 质 , 即 任何 集合 都 不 能 属于 自己 
是 如 此 明显 的 不 同 . 
下 面 我 们 证 明 ,任何 集合 都 还 有 一 个 必然 的 子 集 即 空 集 . 
定理 ” 空 集 是 任意 集合 的 子 集 . 即 对 任意 集合 B 有 他 世 有 B. 
证 明 : 设 如 是 任意 的 集合 ,由 子 集 定义 ,我 们 只 需 证 明 
VzzE 人 zzEB) 
总 是 成 立 的 就 可 以 了 . 
事实 上 ,对 任意 z,zE 多 总 是 假 的 ,所 以 
(ZEOmzEB) 
总 是 真 的 , 即 
VzzEgmzEB) 
总 是 真 的 . 由 子 集 定 义 ， 
SEB. , 
下 面 , 我 们 利用 已 经 建立 起 来 的 公理 和 定义 ,来 证 明 本 节 的 一 
个 重要 结论 , 即 
定理 。 不 存在 包含 一 切 集合 的 集合 . 
包含 一 切 集合 的 集合 被 称 为 “万 有 和 集 ”, 本 定理 断言 ,这 样 的 集 
合 是 肯定 不 存在 的 . 
证 明 :显然 ,我 们 只 要 能 证 明 ,对 于 任意 给 定 的 集合 4 来 说 ,都 
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存在 某 个 集合 B, 使 得 B 不 属于 A 就 可 以 了 . 
由 子 集 公 理 , 我 们 以 集合 A 为 包容 集 , 给 定 元 素 x 的 条 件 
C(z) 一 工 纪 , 那 么 必定 有 唯一 的 子 集 B 存在 ,使 得 
有 一 trEA|zgz)， 
或 者 ,用 子 集 公 理 的 完整 表达 形式 ,为 
YA3BCVzzE BerEAANrzr Er)). 
以 下 ,我们 就 利用 这 个 表达 方式 来 证 明 B & A. 
假如 集合 BE A, 则 在 集合 A 中 ,A 的 元 素 B 要 么 属于 A 的 子 
集 B, 要 么 不 属于 A 的 子 集 B, 邑 对 于 给 定 的 条 件 xz FF zx 和 集合 A 
的 元 素 B, 必 然 有 
(BEAABE B+-BEeB) 
oe((BE A)—+(BE B)»(BE B))). 


(BEAABEB—BEB) 

>((BEA)+ BE BEB ¢ B))). 
显然 ,只 要 肯定 BE A, 就 会 由 (BF B) 一 (B € B), 或 者 由 (BE€ 
B) 一 (B & B), 这 是 一 种 无 法 消除 的 逻辑 矛盾 即 悖 论 ,所 以 ,B 
A. 由 子 集 公理 和 集合 元 素 的 确定 性 ,存在 确定 的 集合 B 不 能 为 A 
所 包含 , 故 定理 成 立 . 

“万 有 集 ” 不 存在 定理 的 证 明 过 程 , 充 分 地 利用 了 罗素 悖 论 的 
理论 . 并 且 , 定 理 所 和 否定 的 ,实际 上 还 是 罗素 悖 论 的 一 种 变种 ,从 表 
现 上 看 ,“ 万 有 和 集 ” 实 际 上 仍然 是 把 集合 之 间 的 属于 关系 和 包容 于 
关系 混为一谈 ,导致 集合 在 层次 上 出 现 混乱 的 结果 . 而 这 些 , 也 正 
是 人 们 建立 公理 集合 系统 所 希望 排除 的 . 应 当 指 出 的 是 ,本 定理 只 
是 从 集合 范围 的 “最 大 ”角度 来 揭示 集合 层次 的 混乱 必然 会 引发 
逻辑 矛盾 ,但 事实 上 ,引发 逻辑 矛盾 的 可 能 性 是 多 方面 的 ,例如 ,以 
条 件 x = 7x, 以 条 件 + 二 x U {zx})( 集 合 x 与 x 的 后 继 相等 ) 等 ,都 
可 能 产生 逻辑 矛盾 . 集合 论 的 一 个 重要 任务 ,就 是 通过 公理 系统 的 
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建立 ,通过 定理 的 证 明 ,通过 对 各 种 关系 的 分 析 、 揭 示 ,使 我 们 能 明 
确 地 知道 ,什么 样 的 集合 ,或 者 怎样 去 构造 的 集合 , 才 是 我 们 可 以 
承认 、 接 受 的 集合 ,而 什么 样 的 集合 , 却 是 我 们 必须 予以 拒绝 的 集 
合 . 并 且 , 通 过 对 子 集 公理 的 分 析 ,对 子 集 的 性 质 的 讨论 ,也 应 当 使 
我 们 理解 到 ,在 我 们 常常 使 用 "任意 "“ 所 有 ”…“ 一 切 ”等 全 称 量词 
时 ,它们 所 概括 的 对 象 都 不 应 该 是 无 限 的 ,而 总 应 该 是 就 某 个 确定 


的 范围 而 言 的 . 
推论 ”不 存在 集合 ,包含 一 切 满足 条 件 z 一 工 的 
证 明 留 给 读者 做 练习 ， 


思考 ”把 推论 中 的 条 件 放 在 给 定 的 集合 A 中 考虑 ,那么 ,这 
样 的 集合 是 否 存在 ? 它 和 集合 A 的 关系 如 何 ? 

现在 ,我们 对 集合 论 的 条 件 , 集 合 元 素 的 条 件 应 当 说 都 有 了 更 
多 的 更 具体 的 理解 . 在 混淆 了 集合 之 间 的 属于 和 包容 关系 的 前 提 
下 ,肯定 是 不 能 构造 我 们 可 以 接受 的 集合 的 . 而 集合 元 素 的 条 件 在 
离开 了 包容 集 的 制约 前 提 下 ,一 般 来 说 也 是 不 能 构造 一 个 合法 的 
集合 的 . 称 后 者 为 一 般 的 ,在 不 能 排除 需要 的 时 候 , 在 没有 包容 集 


时 ,我 们 也 需要 使 用 一 些 特殊 的 方法 去 构造 集合 . 比较 一 下 集合 元 


素 常常 利用 的 下 面 几 个 条 件 , 对 这 种 作法 的 理解 是 有 帮助 的 . 

x 二 和 x xz, 这 些 条 件 对 任意 x 都 是 满足 的 ,但 离开 了 包容 
集 ,满足 这 些 条 件 的 集合 都 不 是 可 以 接受 的 . 

ZX 关 和 x E€ xz, 这 些 条 件 对 任意 x 都 是 不 满足 的 ,但 即使 离开 
了 包容 集 , 满 足 这 些 条 件 的 集合 都 是 可 以 接受 的 ,因为 这 样 的 集合 
只 能 是 空 集 . 
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第 二 节 ” 偶 集 


在 本 节 内 容 的 讨论 之 前 ,我 们 实际 上 都 是 在 一 般 地 或 者 假设 
性 地 讨论 集合 , 即 假设 集合 这 种 对 象 存在 ,那么 它 的 表达 方式 , 它 
应 该 具备 的 条 件 ,在 什么 情况 下 构造 的 集合 是 不 可 接受 的 等 ,至 于 
具体 的 或 者 实 实在 在 的 集合 ,由 空 集 存在 公理 ,就 只 有 一 个 唯一 的 
空 集 . 现在 的 问题 就 是 ,我 们 能 否 以 这 个 唯一 实在 的 空 集 为 基础 ， 
建立 一 种 能 行 的 方法 ,从 而 构造 出 其 他 形形色色 的 具体 的 集合 . 上 
节 内 容 结束 时 我 们 提出 ,构造 合法 集合 的 方式 有 时 是 需要 特殊 方 
法 的 ,下 述 内 容 可 以 说 就 是 这 样 的 方法 的 一 种 体现 . 


一 . 侦 集 公理 


上 述 问题 所 涉及 的 一 般 思 路 实际 上 是 :车 给 定 集合 a, 是 否 一 

定 存 在 集合 A, 使 得 A 恰好 以 集合 a 为 它 的 元 素 ? 即 
A= Yr(r € Awr = a) 
是 否 为 一 个 合法 的 .我 们 可 以 接受 的 集合 . 沿 这 样 的 思路 展开 ,对 
于 任意 给 定 的 两 个 集合 < 和 ,是否 一 定 存 在 集合 C, 使 得 C 恰好 
以 集合 a ,5 为 元 素 . 即 
C= Yr(rXrE Cer=aVr=0) 
是 省 为 一 个 合法 的 ,我 们 可 以 接受 的 集合 ,如 此 等 等 . 显然 ,如 果 以 
这 样 的 思路 去 构造 的 集合 都 是 合法 的 ,都 是 我 们 可 以 接受 的 ,而 我 
们 又 有 足够 的 时 间 和 兴趣 ,那么 ,只 要 给 定 了 某 个 集合 (如 空 集 就 
已 经 给 定 ) ,尽管 不 存在 包容 集 ,我 们 还 是 能 构造 出 无 数 多 的 实 实 
在 在 的 集合 来 ,而 不 至 于 去 过 分 的 担心 我 们 所 讨论 的 集合 是 否 存 
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在 的 问题 . 前 面 已 经 建立 起 来 的 理论 ,都 不 足以 保证 沿 这 样 的 思路 
去 构造 的 集合 的 合法 性 ,同样 也 并 不 构成 对 此 方法 的 否定 . 因此 ， 
我 们 首先 需要 建立 新 的 公理 来 保证 这 种 做 法 的 合理 性 . 为 了 简便 ， 
对 上 述 思路 中 涉及 的 两 种 情况 ,我们 建立 的 公理 只 保证 第 二 种 情 
况 的 合法 性 ,而 把 第 一 种 情况 作为 第 二 种 情况 的 特例 来 加 以 处 理 . 
偶 集 公理 。 对 任 给 的 集合 a 和 5, 存在 集合 A,A 恰好 以 a ,5 
为 元 素 . 即 
YaVobjdA(Vr(r €E Awr =aV r= 0)). 
以 公理 的 形式 肯定 上 述 思 路 在 构造 集合 中 的 合法 性 ,意味 着 
几 是 由 此 思路 所 构造 的 集合 在 集合 论 公理 系统 中 都 是 我 们 能 够 接 
受 的 , 例如 ,给 定 集合 避 ,g, 那 么 ,无 论 集合 名 ,gp 是 什么 样 的 集合 ， 
集合 (如 ,gp}) 都 应 该 是 一 个 可 以 被 接受 的 集合 . 
偶 集 崔 一 性 定理 ”对 任意 给 定 的 集合 a,5b, 偶 集 公理 所 肯定 
存在 的 集合 A 是 唯一 的 . 
以 偶 集 公理 的 方式 ,我们 可 以 构造 出 无 数 多 的 集合 ,但 对 于 给 
定 的 两 个 集合 ,所 能 够 构造 的 集合 却 只 能 是 唯一 的 . 
证 明 :由 偶 集 公理 ,有 
VaVvobjdA(Vr(rE Amr =aV r= 0b)). 
在 集合 a,b 给 定 的 情况 下 ,集合 A 可 以 表示 为 : 
A={zx|r=aVrir=0). 
现在 满足 公理 的 还 有 集合 B, 显 然 , 也 有 
B= {x|x=aV r=0b). 
此 即 是 
VaVbjdB(Yr(r €E Berr=aV z=))). 
比较 A,B 元 素 的 条 件 , 都 是 
r=aVri=b, 
所 以 对 集合 A,B 的 任意 元 素 ,都 有 
ZEA4c-xzE DB. 
。33 。 


由 外 延 公理 ,必然 有 

A=8B. 
即 对 任意 给 定 的 集合 a,b, 侦 集 公 理 所 表 定 存在 的 集合 A 只 能 是 
唯一 的 . 


二 、 偶 集 的 定义 
定义 对 给 定 的 任意 集合 a,5, 记 
{a,b} = {zx|zxz=aVr= 6)} 


为 一 集合 ,并 称 为 以 集合 a,6 为 元 素 的 偶 集 . 
在 偶 集 中 ,因为 元 素 z 的 条 件 有 
(r=aVzr=)=(r=bYV r= 4a), 
所 以 一 定 有 
{a,b} = {b,a}. 

正 因为 如 此 ,我 们 通常 把 偶 集 也 称 为 无 序 集 . 

在 偶 集 的 定义 中 ,对 任意 给 定 的 记号 a.5, 并 没有 特别 限定 a 
了 4, 所 以 ,出 现 a = 二 5 也 是 完全 可 能 的 .但 当 a = 时 ,所 构造 的 偶 
集 在 形式 上 为 {a,a} ,由 集合 元 素 的 互 不 相同 性 ,此 时 的 两 个 元 素 
a 只 能 作为 一 个 元 素 处 理 , 所 以 有 

{a,a} = {a}. 

定义 ” 记 {a,a} = (a) 为 一 集合 ,并 称 为 以 任意 给 定 的 集合 a 

为 元 素 的 单 集 . 即 
{a} = {rizr= a). 

单 集 显然 是 以 给 定 集合 a 为 唯一 元 素 的 集合 . 这 里 特别 需要 
提醒 读者 注意 的 是 集合 a 和 集合 {a) 的 区 别 . 从 形式 上 说 ,两 个 集 
合 符号 所 表达 出 来 的 关注 对 象 是 不 相同 的 . 对 集合 a 我 们 此 时 无 
法 关注 到 它 的 元 素 , 因 此 我 们 此 时 关注 的 是 作为 集合 a 的 本 身 ;而 
对 集合 {a} 我 们 此 时 能 够 关注 到 它 的 元 素 , 因此 我 们 此 时 关注 的 
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既 可 能 是 集合 {a} 本 身 , 也 可 能 是 作为 集合 元 素 的 集合 a. 这 两 种 
关注 显然 是 不 同 的 关注 . 这 种 不 同 , 用 我 们 前 面 建立 起 来 的 形式 理 
论 是 不 难 区 别 的 :对 集合 a 来 说 ,a 和 4a 但 a & a; 而 对 集合 (a) 来 
说 ,a € {a) 但 a 不 能 包容 于 (cz}. 从 逻辑 的 词 项 理论 来 看 ,表达 集 
合 a 的 只 能 指称 一 个 单 体 或 由 具有 某 种 属性 的 同类 元 素 所 构成 的 
整体 ,因此 是 集合 词 项 ;而 表达 集合 {a} 中 的 集合 a 的 词 项 ,指称 的 
是 某 个 集合 中 的 具有 条 件 CCz) 的 某 个 元 素 ( 尽 管 在 这 里 集合 中 只 
有 一 个 元 素 ) ,因此 对 集合 {a) 来 说 ,表达 集合 a 的 词 项 应 当 是 一 个 
非 集合 词 项 . 

现在 ,建立 了 偶 集 公理 之 后 ,至 少 在 确定 的 空 集 好 的 基础 上 ， 
可 以 构造 出 下 述 我 们 能 够 接受 的 集合 : {2 ), {2 , (2B)),{{2}， 
{名 {名}))) ,如 此 等 等 . 
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第 三 节 ”集合 的 并 运算 


在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 涉及 的 主要 对 象 将 包括 集合 的 元 素 和 
元 素 的 元 素 . 为 了 区 分 集合 的 不 同 层 次 ,在 以 下 对 集合 的 提 及 中 ， 
我 们 将 把 原来 的 集合 称 为 集 组 , 而 把 原来 集合 的 元 素 称 为 集合 或 
者 成 员 ,而 把 元 素 这 一 称谓 作为 集 组 的 成 员 ( 或 集合 ) 的 元 素 的 特 
定 称谓 . 在 上 述 的 约定 下 ,本 节 所 希望 回答 的 问题 是 :一 个 集 组 的 
所 有 集合 的 元 素 汇集 到 一 起 ,能 否 构成 一 个 人 们 能 够 接受 的 集合 ? 


一 .并 集 公理 


对 于 一 个 给 定 集 组 的 所 有 集合 的 元 素 , 就 我 们 在 前 所 建立 起 
来 的 理论 而 言 ,显然 我 们 还 不 能 为 它们 找 出 一 个 包容 集 来 . 所 以 ， 
从 子 集 公 理 的 角度 来 回答 上 述 问题 肯定 是 不 恰当 的 . 因此 ,我 们 不 
得 不 在 系统 中 建立 一 个 新 的 公理 . 

并 集 公 理 。 对 任意 给 定 的 集 组 M, 存 在 一 个 集合 A ,使 得 A 
恰好 包含 属于 M 的 至 少 一 个 成 员 ( 即 集合 ) 的 一 切 元 素 . 即 

VMIAVzx(r €E A JX(XE MA zrE X)). 

在 并 集 公理 的 形式 语言 表述 中 ,集合 A 的 元 素 zx 所 满足 的 条 

件 是 : 
C(x)= JIX(XEMArzrEX). 

显然 ,这 个 条 件 准确 无 误 地 刻画 了 集合 A, 即 A 是 所 有 的 那些 属于 
集 组 M 的 至 少 一 个 成 员 X 的 元 素 所 构成 的 . 为 了 简化 ,上 述 条 件 
以 后 通常 缩写 为 : 

dXE€E Mr EX), 
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读 为 “z 是 M 的 至 少 一 个 成 员 的 元 素 ”. 


二 .并 集 定 义 


定义 “对 于 任意 的 集 组 M, 记 
UD={r| 3XE Mz € X)} 
为 一 集合 , 且 称 为 集 组 M 的 成 员 的 并 集 . 例如 , 给 定 集 组 A = 
{BG},{ 儿 ,( 儿 ))), 则 
U (= {2,88}} = {8,2)). 

对 于 集 组 M 所 实施 的 动作 “U”, 称 为 对 集 组 M 求 并 , 记 为 
U CM) 或 者 U M, 简 称 为 集 组 M 的 并 集 . 

关于 集 组 M 的 求 并 ,可 以 有 许多 形象 的 比喻 . 例如 ,我 们 可 以 
把 求 并 看 成 是 在 一 个 只 装 有 集装箱 的 仓库 中 , 把 集装箱 中 的 物品 
都 放 在 仓库 中 并 把 集装箱 从 仓库 中 全 部 撤 出 . 此 时 ,仓库 中 堆放 的 
全 部 物品 ,就 构成 了 仓库 ( 集 组 M) 的 成 员 ( 集 装 箱 ) 的 元 素 ( 集 装 
箱 中 的 物品 ) 的 并 集 . 当然 ,其 中 相同 的 物品 我 们 只 把 它们 作为 同 
一 个 元 素 . 用 欧 拉 (Euler,1707 ~ 1783) 图 可 以 表示 如 下 : 


由 并 集 定义 和 子 集 公 理 容易 证 明 : 
VMY X(X € M=X CU (™M)). 

即 , 集 组 M 的 任 一 成 员 ,都 是 集 组 成 员 的 并 集 的 子 集 . 这 是 因 

为 ,由 并 集 定义 ,对 任意 元 素 zx 和 iM 的 任 一 成 员 X 来 说 ,都 有 
TE Xr EU M™M). 

但 要 注意 的 是 ,我 们 虽然 能 证 明 XE M 是 X EU (CM) 的 充分 

条 件 ,但 却 不 能 证 明 前 者 是 后 者 的 必要 条 件 . 换言之 , 当 X SS 
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U CM) 成 立时 ,不 见得 有 XX € M 成 立 . 上 面 集装箱 的 例子 就 是 以 
说明 这 个 问题 : 当 我 们 把 堆放 在 仓库 中 的 物品 再 放 回 集装箱 时 ,每 
个 集装箱 的 物品 不 见得 就 是 集装箱 原 有 的 物品 ,而 且 , 只 要 可 能 ， 
我 们 还 可 以 放 和 更 多 的 集装箱 来 装 放 原 有 的 物品 . 


三 .并 运算 的 性 质 


我 们 首先 从 我 们 已 经 建立 起 来 的 几 个 特殊 的 集合 中 来 考察 并 
运算 的 性 质 . 
1. 空 集 的 并 等 于 空 集 . 即 有 
U (好 ) = 他. 
证 明 : 若 U (名 ) 关 名 ,那么 ,3x(x EU (ZB)), 并 且 , 由 并 集 
的 定义 ,必然 有 
dXE€ p(x €E X) 
成 立 . 这 显然 是 同 空 集 公 理 相 矛盾 的 , 故 假设 不 能 成 立 , 即 
U (GD) = 人. 
2. 以 集合 A 为 元 素 的 单元 集 的 并 集 等 于 A 本 身 . 即 
U (A})= A., 
证 明 :假设 U ({A)) 关 A, 不 妨 设 
U (A})=B. 
那么 ,由 并 集 定义 ,必然 有 
4CB; 
由 子 集 公 理 , 对 任意 的 z, 必 然 有 
rE ArEB 
成 立 .但 {A} 为 一 单 集 ,由 并 集 公理 ,显然 又 有 
rE Br€EA 
的 必然 成 立 . 因此 推出 
ZEArzEB; 
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由 外 延 公理 , 即 
A=B. 
所 以 ， 
U ((4) = Ah. 
由 于 集合 4 的 任意 性 ,当然 A 也 可 以 为 空 集 , 于 是 有 
推论 。U (2)=U (GB)}))= 8 
3. 偶 集 的 并 集 
在 进行 集合 的 并 运算 时 , 如果 集 组 的 成 员 有 限 并 且 数 量 相对 
较 少 时 ,为 了 书写 上 的 方便 ,我 们 定义 一 种 较 简单 的 方式 来 表达 并 
运算 . 
定义 ”对 任意 给 定 的 偶 集 (4 ,B)}, 记 
4UB=U(CA,B)) 
为 一 集合 ,并 称 为 集合 A,B 的 并 集 . 
从 条 件 的 角度 ,上 述 并 集 又 可 以 表示 为 
AUB={(r|r€EAVzreB). 
容易 证 明 , 偶 集 的 并 运算 具有 以 下 的 性 质 , 即 对 任意 的 集合 
A,B,C 有 : 
(1) U 的 交换 律 :AUB=BUA 
(2) U 的 结合 律 : (A U B)UC=AU(BUCO) 
(3) U 的 包容 律 : 4C(4AU 8B) 
BCCAUB) 
(4) U 的 吸收 律 : (A U 好 ) = 人 
(AUA)=A 
下 面 ,我们 证 明 其 中 的 结合 律 ,而 把 其 余 的 留 给 读者 作为 练习 . 
证 明 : Vx €E((AUB)UOmrE AU BY (re Oo)) 
(rEA)V (rEB)Y (rEO)) 
(rE AV (rEB)Y (rE ro)) 


(TEA)YV ((rE€E BY (rE€ 0))) 
(rE A)YV (rE BU CO)) 
XE(AU BU OO). 

所 以 ,由 外 延 公理 和 zz 的 任意 性 ,必然 有 
(AUB)UC=AU(BUO. 

需要 强调 的 是 ,尽管 上 述 性 质 的 讨论 是 建立 在 偶 集 的 基础 之 
上 的 ,但 从 理论 上 说 ,可 以 将 它们 的 结果 推广 应 用 到 集 组 成 员 有 限 
并 多 于 两 个 的 一 般 情况 上 去 . 

并 的 运算 、 偶 集 的 定义 和 前 述 的 其 他 内 容 联系 在 一 起 ,为 我 们 
合法 地 构造 集合 提供 了 较为 自由 的 空间 . 例如 ,任意 一 个 偶 集 都 可 
以 被 表示 为 两 个 单元 集 的 并 集 , 因 为 对 任意 元 素 x 来 说 ,都 有 

TE {lab}o(r—~aVrt= 0b) 
rE (aly rE {6b)) 
”TE ({(a} UU {6}). 
既然 如 此 ,那么 三 元 集 显然 是 可 以 通过 单元 集 和 偶 集 来 定义 
的 ,因为 
TE {fab el(r—=aVr=bVr=7e) 
(l(tr=aV r=6)Vr= 0) 
TE {fab}V rE€ {ce)) 
rE ({a,b}y UY {c)). 
这 表明 ， 
(ac = {a,b} UYU {ce}. 

同样 地 ,在 三 元 集合 已 被 定义 的 基础 上 ,我 们 当然 能 够 定义 出 
四 元 集 , 并 由 此 递 推 地 定义 出 任何 一 个 元 素 有 限 的 集合 . 显然 , 尽 
管 我 们 一 开始 对 所 讨论 的 集合 都 没有 给 出 明确 的 定义 ,但 讨论 到 
此 刻 , 集 合 的 内 涵 和 外 延 都 应 该 说 是 越 来 越 明显 了 . 从 内 涵 上 说 ， 
我 们 对 康 托 尔 描述 定义 中 集合 (包括 其 元 素 ) 的 确定 性 .不 重复 性 
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有 了 具体 的 理解 ;从 外 延 上 说 ,集合 所 指称 的 对 象 ,都 应 该 是 在 纯 
形式 语言 的 公式 基础 上 ,在 确定 的 范围 内 能 以 确定 的 集合 论 条 件 
加 以 分 析 描 述 的 对 象 ，- 

下 面 ,在 并 运算 的 性 质 基础 上 ,我 们 证 明 以 下 两 个 定理 : 

定理 。 包含 有 一 切 单 集 的 集合 不 存在 . 

证 明 :( 反 证 ) 假设 包含 有 一 切 单 集 的 集合 存在 , 记 为 A, 那 么 
由 并 集 公理 , U (A) 应 该 是 一 个 我 们 能 够 接受 的 合法 集合 . 现 设 x 
为 任 一 集合 ,有 

ZE(zA(zhcEA， 


rEU (A). 
这 无 疑 是 说 ,集合 U (4) 能 够 包含 任何 一 个 集合 , 即 集 合 
U (4) 是 一 个 “万 有 集 ” 这 显然 和 我 们 前 面 已 经 证 明 的 定理 矛 
盾 , 故 集合 A 不 可 能 存在 . 
定理 集 组 成 员 并 的 并 ,等 于 各 成 员 的 并 的 并 . 即 
U(AUB)=(CUA)UCUB) 
证 明 :对 任意 给 定 的 元 素 zx, 有 
zeE(U(CAUB)) 
<3XCXE(AUB)AzEX) 
< 3XCXEAVXEB)AzENX) 
AIX((XEAArEXV (XEBAzEX)) 
rE (YAN)Y rE (BB)) 
zr EU (A) UU B))) 
由 外 延 公理 ,有 
U(AUB) =-(U4A)U(CUB)， 
最 后 需要 指出 的 是 ,前 面 讨 论 中 说 到 的 仓库 和 集装箱 关系 的 
比喻 ,不 但 对 于 并 集 的 理解 是 一 种 直观 的 方法 ,对 于 并 的 运算 的 理 
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解 也 是 有 益 的 . 在 仓库 中 撤除 一 个 集装箱 ,在 并 运算 中 就 等 于 去 掉 
集 组 某 个 成 员 最 外 层 的 一 个 集合 符号 {) ,而 对 某 个 集 组 的 所 有 成 
员 求 并 ,就 等 于 去 掉 该 集 组 所 有 成 员 最 外 层 的 集合 符号 (}. 例如 

U CU{a,b,c}, (6b,{(c}}, {c,d,e}}) 

= {asb,csb,{c} ,csdye) 

= {a,b,c,{c},d,e)}. 
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第 四 节 集合 的 交 运 算 


并 集 公理 保证 由 一 个 集合 的 元 素 的 所 有 元 素 汇 集成 为 一 个 集 
合 是 应 该 被 接受 的 . 我 们 下 面 所 讨论 的 ,是 由 一 个 集合 的 元 素 的 所 
有 共有 元 素来 构造 一 个 集合 是 否 合理 的 问题 . 同样 ,为 了 区 分 不 同 
的 集合 层次 , 我们 和 上 一 节 一 样 地 使 用 集 组 、 集 合 和 元 素 这 些 称 
谓 . 


一 .交集 存在 定理 


定理 。 对 任意 给 定 的 集 组 M 关 名 ,集合 
A= {rz| VX(X € M+—r € X))} 
存在 并 且 是 唯一 的 . 
证 明 : 由 于 MM 关 名 , 故 可 以 任 取 MM 的 某 个 成 员 记 为 X。, 于 是 ， 
对 于 任意 给 定 的 元 素 z, 条 件 
VX(X E Mz € X) 
同 条 件 4 
rEX, A(VX(XE M+»x € X)) 
显然 是 逻辑 等 值 的 (因为 在 前 一 条 件 中 本 身 就 包含 有 对 XE X。 的 
肯定 ). 但 后 一 条 件 却 从 形式 上 直观 地 告诉 我 们 ,不 妨 以 Xo 作为 子 
集 公理 中 的 包容 集 ,而 以 
C(x) = YX(X € M+—zx € X) 
作为 子 集 公理 中 集合 元 素 的 一 个 条 件 , 那 么 根据 子 集 公 理 , 由 属 
于 集合 X。 并 满足 上 面条 件 的 z 所 构造 的 集合 当然 是 能 够 被 接受 
的 . 这 就 证 明 集合 A 的 存在 性 . 
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再 由 外 延 公理 ,如 果 符合 上 述 条 件 的 子 集 还 有 B, 则 由 BB 和 AA 
的 元 素 满足 的 是 同样 的 条 件 , 因 此 ,不 难说 明 B 只 能 等 于 A. 即 集 
合 A 对 于 给 定 的 条 件 C(Cz) 只 能 是 唯一 的 . 

实际 上 ,由 属于 集 组 的 成 员 X 的 任意 性 可 知 ,实际 上 集 组 的 
每 一 个 成 员 都 能 够 成 为 上 述 集合 4 的 包容 集 . 

在 构造 上 面 的 集合 时 ,我 们 采取 了 一 种 同 构造 偶 集 完全 不 同 
的 方法 . 之 所 以 如 此 ,是 因为 随 着 我 们 集合 论 理论 的 不 断 建 立 和 展 
开 ,我们 构造 集合 的 能 力 在 不 断 地 得 以 增强 . 例如 ,我 们 在 说 明 空 
集 、 偶 集 . 子 集 等 集合 时 ,由 于 我 们 无 法 为 这 些 集合 找到 相应 的 包 
容 集 ,因此 不 得 不 以 公理 的 形式 来 保证 它们 的 合法 性 . 然而 交集 的 
情况 则 不 同 , 由 于 我 们 已 经 建立 了 子 集 公理 ,而 交集 的 包容 集 又 是 
那样 的 明显 ,所 以 由 子 集 公理 就 能 推出 交集 的 合法 存在 . 为 了 在 系 
统 中 尽量 减少 公理 的 数量 ,在 随后 的 讨论 中 ,对 于 我 们 需要 构造 的 
新 集合 ,只 要 在 给 定 的 条 件 下 能 够 确立 它 的 包容 集 ,我 们 就 不 会 再 
采用 公理 的 方法 ,而 一 定 通过 子 集 的 方式 去 建立 定理 ,并 给 出 定理 
的 证 明 来 说 明 这 些 新 建 集合 的 合法 性 . 

同 前 面 对 偶 集 的 讨论 一 样 ,出 于 简化 ,我 们 把 交集 的 元 素 的 条 
件 更 多 地 表示 为 

VXEMCrEX) 

的 形式 , 读 为 “z 属于 集 组 M 的 任 一 成 员 X”. 


二 、 交 和 集 的 定义 


定义 “对 于 任意 给 定 的 集 组 M 关 多 , 记 
NM={rI VXE Mz E€E X)} 
为 一 集合 ,并 称 为 集 组 M 成 员 的 交集 . 
对 集 组 M 所 实施 的 动作 门 (MD 或 者 门 M, 称 为 对 集 组 的 交 
运算 或 者 求 集 组 M 成 员 的 交 . 
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在 交集 的 定义 中 ,应 当 特 别 注 意 M 尖 好 这 个 条 件 , 这 是 因为 ， 
对 空 集 求 交 是 没有 意义 的 . 从 空 集 的 定义 上 看 , 空 集 是 没有 任何 元 
素 的 集合 ,因此 ,我 们 不 能 为 交集 找到 包容 集 . 而 从 交集 的 定义 来 
看 ,如 果 空 集 能 够 成 为 交 运 算 的 对 象 , 即 有 
门 (C){zlVXGXE Gr € X)). 
但 由 空 集 定义 ,X € 名 总 是 假 的 ,因此 ,条 件 
VX(X € GB—zr EX) 
对 任意 的 元 素 z 都 是 真 的 . 这 表明 ,对 任意 的 元 素 ( 集 合 )z 来 说 ,> 
都 是 集合 门 (2) 中 的 元 素 , 可 见 , 集 合 门 (好 ) 是 一 个 包含 任意 集 
合 的 “万 有 集 ”, 而 我 们 已 经 在 前 面 的 论述 中 证 明了 这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 , 门 (名 ) 不 能 是 一 个 合法 的 集合 . 
设 单元 集 为 {4} ,其 中 ,A 为 任意 集合 ,那么 ， 
NA) = Ah., 
这 是 因为 ,如 果 A= 儿 ,那么 ,{ 名 } 关 名 , 故 交 运算 是 有 意义 的 .由 
空 集 和 交集 的 定义 ,有 
NU2)= {rz| 2 EE (Gr EE YY)}. 
这 等 于 说 ,对 任意 的 元 素 z, 都 有 
EN (GN) +r EE 2), 


由 子 集 定义 ,有 
NN (2)) CS, 

但 我 们 已 经 证 明 过 ,名 是 任意 集合 的 子 集 ,因此 ,由 外 延 公理 ， 
NN (2) = 8. 


若 A 冯 名 , 则 用 和 上 述 相同 的 方法 同样 说 明 门 ((A)) = A. 可见， 
在 一 切 可 能 的 情况 下 ,以 集合 A 为 元 素 的 单元 集 的 交 都 等 于 A 本 
身 . 
设 偶 集 为 (4,B)} ,那么 ， 
门 ((4,B 门 =(zlrzEA4AAzEB). 
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4nB=(zlzEAAzEB). 
并 且 , 人 允许 使 用 这 种 方式 去 记 那 些 集 给 成 员 有 限 并 且 数 量 较 少 的 
集 组 的 交集 ,如 
{a pc () {Bcd} (NN {c,e,f}. 


三 、 交 运算 的 性 质 


我 们 依然 以 偶 集成 员 的 交 运 算 为 例 ,来 讨论 集 组 成 员 为 有 限 
时 交 运 算 的 一 些 常见 的 性 质 , 但 讨论 中 得 出 的 这 些 结果 ,在 没有 特 
别 说 明 的 情况 下 ,都 可 以 应 用 于 集 组 成 员 多 于 两 个 但 有 限 的 集 组 
的 交 运 算 上 去 . 

1. 如 果 M 是 非 空 集 组 ,那么 门 (M) 必定 是 集 组 M 任 一 成 员 
的 子 集 . 即 

VX(X E NM 一 | (MW CX). 

由 交集 存在 定理 ,性 质 一 是 显然 成 立 的 . 

现在 设 A,B,C 是 任意 的 集合 ,那么 有 : 

2. 交 运 算 的 交换 律 : A 介 B=BNA 

3. 交 运 算 的 结合 律 : (4A 门 BJC=A4n(Canoc) 

4. 交 运 算 的 包容 律 : A 站 BCA 

ANBEB 
ANYGEY 
5. 交 运 算 的 吸收 律 :4AnA=A 
6. 交 和 并 的 分 配 律 : 
AN(BUOCO=(ANBU(UNO) 
AU(BNO=(AUBN(UUO 

上 述 运 算 律 中 的 包容 律 是 交集 存在 定理 的 直接 体现 ,是 显然 
成 立 的 .下面 ,我 们 证 明 性 质 6 中 的 交 对 并 的 分 配 律 ,而 把 其 余 的 
证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
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证 明 AmnCBUCO=(CAnB)UGCAPmC)， 

证 明 :对 于 任意 给 定 的 元 素 zx, 都 有 
zeE(An(CBUC)) 
-zeEA4)ACzE(BUC)) 
eo (TEA)A(rEBVrEO) 
+ (TEAArEB)V(rEAANrEO) 
wrE€E(ANBVYVrE(ANCO) 
-rE€E (ANB UANO). 

所 以 ,由 外 延 公理 有 

4nCGBUC=(AnaB)U(CAnC)， 


。47 。 


第 五 节 ”集合 的 差 运算 


在 本 节 中 ,我 们 所 要 考虑 的 是 ,对 任意 给 定 的 两 个 集合 A,B， 
由 属于 集合 4 而 不 属于 集合 B 的 那些 元 素 ,汇集 在 一 起 能 否 构成 
一 个 合法 的 集合 ?下 面 最 初 给 出 的 命题 ,对 这 样 构 成 的 集合 的 合法 
性 是 肯定 的 . 


一 . 差 集 存在 唯一 性 定理 


定理 。 对 任意 给 定 的 集合 A,B, 集 合 
D={x|r€E€AAzr¢B) 

存在 并 且 唯 一 . . 

证 明 ; 令 已 知 的 x FB 为 元 素 x 的 条 件 ,集合 D 是 否 存在 ,只 
和 需 考虑 能 够 给 xz 找 出 一 个 包容 集 就 可 以 了 . 事实 上 ,由 于 集合 DD 的 
元 素 都 要 求 是 属于 集合 A 的 元 素 , 因 此 ,A 就 是 我 们 所 需要 找 的 包 
容 集 ,由 子 集 公 理 ,这 样 的 集合 D 是 一 定 存 在 的 . 并 且 , 因为 给 定 
的 条 件 x 4 B 的 唯一 性 ,因此 ,由 此 构造 的 集合 DD 的 唯一 性 是 易于 
证 明 的 . 


二 、 差 集 的 定义 


定义 ”对 任意 给 定 的 集合 A,B, 记 
A~B={r|r€E€AArg¢gB} 
为 一 集合 , 称 为 集合 A 对 B 的 差 集 , 
例如 ,已 知 集合 {a,b,c,d),{c,d,e, 了 , 则 
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{asbcsd} ~ {c,d,e,f} = {a,b}, 
{cd,e,f} ~ {a,b,cd} = {e,f}. 
上 述 的 例子 对 理解 集合 之 间 的 差 运算 是 有 帮助 的 . 参与 差 运 
算 的 两 个 集合 通常 都 是 任意 的 ,不 需要 它们 之 间 一 定 具有 包容 或 
包容 于 或 者 其 他 什么 特定 的 关系 .因此 ,我 们 在 定义 中 强调 “… 对 
…” 就 在 于 集合 之 间 的 差 运 算是 有 顺序 的 ,改变 这 个 顺序 后 导致 
的 差 集 一 般 来 说 是 不 相同 的 . 
在 集合 之 间 所 实施 的 动作 “一 ”, 就 称 为 集合 之 间 的 差 运算 . 
尽管 参与 差 运 算 的 集合 可 以 是 任意 的 ,但 具有 包容 或 者 包容 
于 关系 的 两 个 集合 进行 差 运算 时 , 却 能 导致 一 些 有 重要 意义 的 结 
果 . 
定义 ”给 定 集合 A 和 A 的 包容 玉 , 则 称 集合 玉 对 集合 A 的 
差 , 即 
E~A={rx|rxEEAzrg¢A) 
为 A 在 包容 集 E 中 的 余 集 . 
例如 ,由 于 {a,6) ES {a,b,c,d) ,所 以 ， 
{abcrd} ~ {a,b}) = (c,d}, 
其 中 , {c,d) 就 是 {a,65} 在 {a,6b,c,d} 中 的 余 集 . 集合 A 在 集合 EE 
中 的 余 集 ,我 们 记 为 ~ A, 即 
~A=FEF~A. 
余 集 的 定义 为 我 们 提供 了 重要 的 理论 依据 ,由 此 得 到 一 条 非 
常 重要 的 定律 , 即 德 摩根 (D. Morgan) 定律 : 
~(AUB)=(~A)NMN(~B) 
~(ANB)= (~ A)U(~B) 
前 一 个 公式 是 说 ,两 个 集合 的 并 集 在 该 并 集 的 任意 包容 集中 
的 余 集 ,都 等 于 这 两 个 集合 在 该 包容 集中 的 余 集 的 交集 ;而 后 一 个 
公式 是 说 ,两 个 集合 的 交集 在 该 交集 的 任意 包容 集中 的 余 集 ,都 等 
于 这 两 个 集合 在 该 包容 集中 的 余 集 的 并 集 . 
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下 面 ,我 们 证 明 德 摩根 定律 的 第 一 个 公式 ,而 把 后 一 个 公式 留 
给 读者 作为 练习 . 
证 明 : 对 任意 给 定 的 元 素 x+, 都 有 
IE~(AUB)-r¢ (AUB) 
rEAANrEB 
TE~AArE~B 
or€E ((~ A) NN (~ B)). 
所 以 ,由 外 延 公理 ， 
~(AUB)=(~A)f (~B). 


第 六 节 ”集合 的 惊 运算 


在 集合 的 讨论 中 ,人 们 常常 需要 考虑 某 个 给 定 集合 的 全 体 子 
集 的 问题 . 这 些 子 集 的 全 体 或 者 部 分 ,能 否 构成 合法 的 集合 ?从 经 
验 上 看 ,这 显然 是 不 成 问题 的 ,例如 ,给 定 集合 {a,p}，, 它 的 所 有 子 
集 我 们 都 可 以 列举 出 来 ,有 {c},{1b),({a,p}》 和 空 集 好 .显然 根据 前 
面 已 经 建立 起 来 的 理论 ,这 些 集合 的 全 体 或 者 部 分 构造 的 集合 都 
是 可 以 接受 的 . 但 经 验 的 认同 并 不 等 于 逻辑 理论 上 的 认同 ,因此 ， 
在 确定 这 些 集合 的 合法 性 之 前 ,我 们 首先 必须 确立 构造 集合 的 方 
式 , 并 因此 建立 相应 的 理论 ,以 保证 用 这 样 的 方式 所 构造 的 集合 在 
纯 形 式 理论 的 系统 中 确实 是 合法 的 . 

由 于 给 定 的 集合 通常 是 任意 的 ,为 如 此 给 定 的 集合 的 所 有 子 
集 去 确定 某 个 包容 集 是 无 法 做 到 的 ,故我 们 采用 公理 的 方式 ,从 理 
论 上 保证 下 述 集合 构造 的 合法 性 . 


一 、 客 集 公理 


客 集 公理 。 对 于 任意 给 定 的 集合 4 ,存在 一 个 集合 欠 , 使 得 纪 
恰好 以 集合 A 的 所 有 子 集 为 元 素 . 即 
VA PY VX(X EWEXCEA). 
例如 ,上 述 提 到 的 集合 {a,5) ,其 所 有 子 集 构成 的 集合 为 纪 , 且 
P= {{a}, {6b}, (a6), OG}. 
徊 集 公理 中 存在 的 集合 纪 对 给 定 的 集合 A 来 说 总 是 唯一 的 . 
这 是 因为 ,如 果 还 有 集合 S 也 满足 上 述 条 件 , 则 有 
VAISYX(X € Se XC 4). 
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比较 集合 多 与 S 元 素 的 条 件 ,显然 有 
XEEXES, 
由 外 延 公理 ,必然 有 
Ss= 8. 
即 集 合 纪 对 集合 A 来 说 ,在 给 定 的 条 件 下 只 能 是 唯一 的 . 


二 .和 客 集 的 定义 


定义 ”对 任意 给 定 的 集合 A, 记 
f(A)= {X|XC A) 

为 一 集合 , 称 为 集合 A 的 宕 集 . 对 集合 A 所 实施 的 动作 “和 OO”, 叫 
做 求 集合 A 的 寡 或 者 对 A 进行 每 运算 . 1 

从 窒 集 的 定义 可 以 看 出 , 对 给 定 的 集合 4 和 A 的 寡 集 合 
如 (A) 来 说 ,有 

VX(X € PAEX SA). 

这 表明 , 寡 集 的 定义 客观 上 在 集合 的 属于 关系 和 包容 关系 之 间 建 
立 了 一 种 转换 关系 , 即 属于 给 定 集合 4 的 寡 集 的 元 素 , 必 定 是 包容 
于 给 定 集合 4 的 子 集 , 反 之 也 成 立 . 这 为 集合 之 间 复 杂 关 系 的 处 理 
提供 了 较 大 的 方便 . 


三 、 短 集 的 性 质 


适 集 是 一 种 重要 的 集合 ,特别 是 如 上 指出 的 , 它 所 涉及 的 集合 
两 种 基本 关系 的 转换 ,是 其 他 的 集合 所 不 能 代替 的 . 这 种 重要 的 性 
质 ,在 罕 集 的 各 种 性 质 中 也 时 有 反映 . 
(一 ) 笑 集 的 非 空 性 : 对 任意 给 定 的 集合 A, (A) 关 儿 . 
对 任意 给 定 的 集合 A, 刀 (4) 关 名 ,这 是 十 分 显然 的 . 例如 ,对 
空 集 好 来 说 ,由 于 好 至 少 有 一 个 子 集 即 本 身 , 因 此 ,其 宕 集中 也 
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至 少 有 一 个 元 素 弛 . 一 般 来 说 , 任 一 给 定 的 集合 都 至 少 有 两 个 子 
集 , 故 其 寡 集 不 可 能 是 空 集 . 
(二 ) 包容 关系 的 一 致 性 :集合 A 包容 于 集合 B, 当 且 仅 当 ， 
和 (A) 包容 于 纪 (B). 即 
(ASB) 二 (8(4) CB)). 
证 明 :对 于 任意 给 定 的 集合 XX, 都 有 
(4CB)eVXCXCSA 一 XCD) 
VX(XE AX EE 1(B)) 
eA) CB)), 
即 
(ACB)oWA) CB)). 
(三 ) 军 、 并 运算 的 不 可 交换 性 : 对 任意 给 定 的 集合 A 和 B,A， 
B 军 集 的 并 真 包 容 于 A ,B 并 的 寡 集 . 即 
((f (A) U PB)) CALU B). 
证 明 : 设 A,B 是 两 个 任意 给 定 的 集合 ,对 任意 的 元 素 X ,都 有 
XE (A) U 8(B)) 
(XE RAY XE RB)) 
(XCAVXCOB) 
XC(AUB) 
XE AU B), 
由 子 集 定义 , 即 有 
(fA) U PB)) CPA UY B). 
在 上 述 证 明 演 算 中 第 4 行 出 现 的 符号 “一 ”, 是 不 能 使 用 “” 
去 代替 的 . 因为 由 X 是 A 的 子 集 或 者 B 的 子 集 推出 X 是 集合 A 与 
B 的 并 的 子 集 ,这 是 肯定 的 ;但 反之 ,由 X 是 集合 A 与 B 的 并 的 子 
集 ,去 推出 XX 是 A 的 子 集 或 者 B 的 子 集 却 不 是 必然 的 . 
(四 ) 军 .、 交 运算 的 可 交换 性 :对 任意 给 定 的 集合 A 和 B,A,B 
的 星 集 的 交 , 等 于 A,B 交 的 究 集 . 即 
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(1A) NB)) = A NB). 
证 明 : 设 A,B 是 两 个 任意 给 定 的 集合 ,对 任意 的 元 素 X ,都 有 
XE€ (A) MN PB)) 
(XE LA) A XE LB)) 
XCAAXCB 
XC(ANB) 
XE RANB). 
所 以 ,由 外 延 公理 ,必定 有 
(fA) MB)) = (ANB). 
(五 ) 并 对 寡 的 消除 性 : 对 任意 给 定 的 集合 A, 其 寡 集 的 并 就 
等 于 A. 即 
U (1(A)) = A. 
证 明 : 对 任意 给 定 的 集合 A 和 任意 给 定 的 元 素 z, 都 有 
zx EU (PA)) 
一 ZEXAXE (PCA)) 
一 EXAXCA 
rE€A. 
反之 ， 
(rzEA)ACAE(COCA))) 一 工 EU (PA)), 
这 相当 于 说 
(AE PA) ACEA) 一 EU (1 (A)), 
这 又 等 于 是 说 
(AE (ANE rE A)=z EU (1 (A))). 
但 由 寡 集 的 定义 ,在 一 切 可 能 的 情况 下 ， 
(AE (f(A))) 
都 是 正确 的 ,所 以 , 必 有 
(rx € A)=r EU (1A)). 
综 上 所 述 , 必 然 有 
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U (A)) = A. 
性 质 (五 ) 是 对 性 质 ( 三 ) 即 寡 . 并 不 可 交换 性 的 另 一 种 形式 的 
说 明 . 在 性 质 ( 五 ) 中 ,如 果 我 们 交换 求 宪 求 并 的 运算 顺序 ,那么 只 
能 得 到 
ACPU (A)) 
的 结果 . 这 是 因为 ,对 任意 给 定 的 元 素 ,都 有 
zEAmzSU(C4)zE8CU (A)). 
显然 ,证 明 演 算 第 3 行 中 的 符号 “一 ”是 不 能 代 之 以 符号 “>” 
的 ,因此 ,集合 A 只 能 是 集合 UA) 的 一 个 子 集 , 
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思考 与 练习 

1. 计算 : 

(1) 设 集合 A = {{a,6),{5,c),{a,c)}, 求 

DU DONG) DUMNA) ON A)) 
(2) 设 集合 A={{a,b},{b,c},{a,c)),a 二 (1,2) 5 二 (2,3}, 求 
N (Uy (CA) 一 ce) 

(WODOU GRDG))) ONOBRGR GD)))) 

2. 证 明 题 : 

(DACYPEA=YG 
(ACBABECCACCA-—wA=B=C 
(WACB= UU (A) CU B) 

(4) 若 A,B 非 空 , 则 站 (A U B) = (Nn (4)) UN (0B)) 
(5) 证 明 以 下 4 个 命题 够 同 A 和 B 等 价 : 

DA~B=2 @AUB=B OANB=A @AN~B=% 
(DANB)U(GA~B=A 
OAU(B~A)=AUB 

@A~(ANB=A~B 

@A~(A~B)=ANB 

OA CB (A) C1(B) 

© pA) NN 8B) = A NB) 

@A C6(U (A)), 并 举 出 不 能 使 用 “ 己 ” 的 例子 

Oa E A— la) € PU (A)) 

©@ 1A) = B=EA=B 

四 设 A 是 任意 集合 , 则 2 € 纪 ( 有 (有 (4A))) 

3. 设 A,B 都 是 集合 ,举例 说 明 

(DA 关 B, 但 UU (4) =U (8B). 

(2)a € A, 但 @(a) ¢ (A). 
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第 四 章 ”关系 集 与 函数 集 


在 本 章 的 论述 中 ,我 们 将 从 集合 的 角度 ,对 现实 中 最 具有 一 般 
性 的 关系 ,特别 是 关系 中 的 函数 进行 讨论 . 在 这 些 讨 论 中 ,我 们 将 
看 到 在 思想 的 抽象 性 方面 ,集合 理论 具有 其 他 任何 形式 理论 都 不 
可 能 具有 的 魅力 ,集合 语言 也 具有 其 他 任何 形式 语言 都 不 可 能 具 
有 的 方便 简洁 性 . 在 从 关系 集 到 函数 集 的 整个 讨论 过 程 中 ,贯穿 着 
传统 逻辑 中 限制 这 一 基本 的 思想 ,明确 地 提出 这 一 点 ,会 使 我 们 在 
抽象 的 讨论 中 不 至 于 轻易 地 迷失 方向 . 


第 一 节 序 偶 


在 上 一 章 ,我 们 曾 定义 过 偶 集 . 由 于 在 偶 集 中 , 对 元 素 出 现 的 
顺序 是 没有 特别 要 求 的 ,因此 ,我 们 把 偶 集 也 称 为 无 序 集 . 例如 ,对 
于 集合 {a,6} 和 集合 (5,a) 来 说 ,并 不 因为 它们 的 元 素 出 现 的 顺序 
不 相同 而 影响 它们 之 间 的 相等 性 ,它们 在 讨论 中 事实 上 是 被 作为 
同一 个 集合 来 处 理 的 . 但 如 偶 集 这 样 的 无 序 集 ,对 现实 或 者 更 进 一 
步 说 对 各 门 科学 的 反映 还 不 是 完整 的 . 例如 ,关系 是 对 现实 中 一 种 
最 为 普遍 存在 的 现象 的 抽象 ,也 是 各 门 科学 所 关心 的 重要 对 象 , 并 
且 , 在 各 门 科学 所 关心 的 众多 关系 中 ,我 们 通常 要 考虑 的 是 那些 具 
有 先后 顺序 的 对 象 ,特别 是 具有 先后 顺序 的 一 对 对 象 . 从 集合 的 角 
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度 看 ,这 种 具有 先后 顺序 的 一 对 对 象 也 是 一 个 集合 , 即 本 章 首先 所 
要 讨论 的 重要 对 象 一 一 序 偶 (a,5). 显然 ,在 序 偶 (a,6) 中 ,处 于 第 
一 位 置 的 集合 a 同 处 于 第 二 位 置 的 集合 2 应 当 具 有 完全 不 同 的 意 
义 , 否 则 它 就 同一 般 的 偶 集 不 会 有 差别 . 下 面 ,我 们 先 用 前 面 所 建 
立 起 来 的 理论 为 序 偶 定 义 , 这 种 定义 方式 是 集合 论 中 所 通用 的 
Kuratowski 定义 ,是 一 种 以 特殊 形式 的 偶 集 来 定义 序 偶 的 方式 . 


一 . 序 偶 的 定义 


定义 “对 任意 给 定 的 集合 <,b, 记 
(a,6) = ({a}, {a,b}} 
为 一 集合 ,并 称 之 为 一 序 偶 . 其 中 ,我 们 称 集合 a 为 序 偶 (a,5) 的 第 
一 坐标 ,而 把 集合 5 称 为 该 序 偶 的 第 二 坐标 . 
显然 ,使 用 上 述 方式 的 定义 ,使 得 集合 a 与 集合 4b 的 地 位 是 完 
全 不 相同 的 ,a 在 定义 偶 集 {{a),{a,5b}) 中 不 但 是 成 员 单 集 的 唯一 
元 素 , 同时 也 是 成 员 偶 集 的 元 素 ; 而 集合 5 却 仅仅 是 定义 偶 集 
{{a},{a,b}} 中 成 员 偶 集 的 元 素 . 既然 如 此 ,根据 定义 , 序 偶 (6,a) 
的 定义 集 就 只 能 是 {{5},{5,a}}) ,显然 ,在 一 般 情况 下 ,只 要 集合 
尖 六 那么 ,都 有 
{(ae) tab) 天 人 18， (ay)， 
当然 也 就 会 有 
(a,b) 天 (ba). 
这 就 从 定义 形式 上 保证 了 在 一 般 情 况 下 , 序 偶 中 第 一 坐标 和 
第 二 坐标 的 区 别 性 和 不 可 交换 性 . 


二 . 序 侦 的 确定 性 


序 偶 的 定义 保证 了 在 给 定 的 任 一 序 偶 中 出 现 的 两 个 元 素 的 可 
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区 别 性 ,但 这 只 是 从 序 偶 的 内 部 构造 来 说 的 . 序 偶 既 然 是 集合 , 那 
么 它 同 样 应 当 满 足 集合 与 集合 之 间 的 可 区 别 性 ,集合 本 身 的 确定 
性 等 要 求 . 下 面 我 们 证 明 ,在 上 述 序 偶 的 定义 方式 下 , 序 偶 是 满足 
集合 的 所 有 基本 要 求 的 . 
定理 ”任意 给 定 的 两 个 序 偶 相等 , 当 且 仅 当 它们 的 第 一 坐标 
和 第 二 坐标 都 分 别 相 相等 . 即 
((a,b) 一 (cd))<>(a 一 CAD 一 d)， 
证 明 :必要 性 : 
(a=c Ab= d= ((a,b) = (c,d). 
如 果 (a = c A 5 = 4d) ,那么 由 外 延 公理 ,必然 有 
(a,b) = (c,d), 
这 是 显然 的 . 下面 我 们 重点 关心 的 是 定理 的 充分 性 证 明 . 
充分 性 : 
((a,b) = (c,d))—>(a=ec Ab= da). 
如 果 ((a,b) = (cd)) ,那么 由 序 偶 的 定义 ,有 
{{a},{a,b}} = {({c}, {c,d}}, 
由 于 上 式 是 两 个 无 序 集 的 相等 , 由 外 延 公 理 , 它 应 当 有 两 种 可 能 
性 : 
1l.({a} = {c}) A ({a,b} = {c,d})); 
2.({a} = {c,d}) A (ta po = {c)). 
对 于 情况 1, 它 又 有 两 种 可 能 性 : 
a} = {0) A {a} = {0}) A (1b) = 44))); 
或 者 
@(Ca = {ce}) A (((a} = {4d}) A (6b} = {00))). 
但 如 果 是 情况 中 ,那么 显然 有 
(ae 一 c) A( 人 三 人 0)， 
这 正 是 我 们 所 需要 的 结论 . 而 如 果 是 情况 @ ,那么 由 外 延 公 理 , 必 
然 得 到 
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a=c=6b=d, 
则 依然 可 以 得 到 

(a=0) A = 4d). 
可 见 ,在 情况 一 的 设 定 下 ,定理 的 充分 性 是 成 立 的 . 对 于 情况 @， 
由 偶 集 与 单元 集 的 关系 和 外 延 公 理 , 显 然 

(a=c=d)A(a=6= 060) 
必然 成 立 . 再 由 外 延 公 理 ， 
(a=c)A(G=4d) 

也 肯定 成 立 , 显然 ,这 还 是 我 们 所 需要 的 结论 . 即 在 情况 2 的 设 定 
下 ,定理 的 充分 性 还 是 成 立 的 . 

综 上 所 述 , 存 所 有 可 能 的 情况 下 ,定理 都 成 立 . 

本 定理 的 证 明 表 明 , 序 偶 作 为 集合 ,除了 在 其 元 素 的 顺序 上 同 
一 般 的 集合 存在 差异 外 ,对 于 我 们 已 经 熟悉 了 的 集合 的 一 般 性 质 ， 
序 偶 也 同样 是 满足 的 . 
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第 二 节 ” 笛 卡 尔 积 


在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 需要 了 解 并 熟悉 的 是 构造 序 偶 的 更 一 
般 的 方式 . 我 们 用 如 下 的 假设 和 问题 来 引入 我 们 所 需要 讨论 的 内 
容 : 假 如 给 定 任意 的 集合 A,B, 以 及 任意 的 元 素 a€ A 和 45 € B, 那 
么 ,由 这 样 的 元 素 所 构成 的 一 切 可 能 的 序 偶 (a,6) ,能 够 构成 一 个 
合法 的 集合 吗 ? 从 纯 形 式 语言 的 角度 来 说 ,就 是 对 任意 给 定 的 集合 
A 和 B, 满 足 条 件 

dJa€E€EAA db€ Blzr= (a,0)) 

的 一 切 z 能 否 构 成 一 个 合法 的 集合 ?事实 上 ,既然 元 素 x 的 条 件 已 
经 以 形式 语言 的 方式 给 出 ,由 子 集 公 理 ,我 们 显然 只 需要 为 满足 条 
件 的 所 有 z 找 出 一 个 确定 的 包容 集 就 可 以 了 . 


一 、` 箭 卡尔 积存 在 且 唯 一 定理 


虽然 我 们 现在 还 没有 定义 笛 卡 尔 积 , 但 我 们 以 它 来 临时 指称 
上 述 问题 中 提出 的 集合 ,这 不 影响 我 们 对 定理 内 容 本 身 的 证 明 . 

定理 。 对 于 任意 给 定 的 集合 A 和 B ,集合 

D= {rx| Ja€ AA IbE Bzr= (4a.b))) 

存在 并 且 是 唯一 的 . 

证 明 : 由 序 偶 定义 ,有 

(a,b) = {{a}, {a,6}}, 
再 由 已 知 a € A 并 且 5 € B, 所 以 有 
{a}CACAUB; 
{a,b} CAUEB. 
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所 以 ， 


{a} € 8(AUB); 
{a,b} € A UB). 
所 以 ， 
{{a}, {46}} C P(A U B), 
从 而 有 


{{a}, {a,60}} € RA UYU B)). 
由 序 偶 定义 ,上 式 即 
(a,b) € PA U B))， 
这 表明 , 包 (8(4A UB) 就 是 满足 条 件 的 所 有 的 z= (ep) 的 包 
容 集 , 由 子 集 公理 ,这 样 的 一 切 xz 所 构成 的 集合 当然 是 一 个 合法 的 
集合 . 
如 果 还 有 集合 D" ,D” 的 元 素 z 也 满足 上 述 的 条 件 , 那 么 显 
然 有 
(rEDol(da€E AAN dE Blzr= (a,b))), 
也 有 
(xED')E( da€E AA dbE€E B(x = (a,0))), 
当然 有 
(TE DE(TE D'), 
由 外 延 公理 ， 
D=D'*. 
即 集 合 DD 在 其 元 素 条 件 给 定 的 前 提 下 只 能 是 唯一 的 . 


二 、 笛 卡尔 积 的 定义 和 性 质 


定义 ”对 于 任意 给 定 的 集合 A 和 B, 记 
AXB={r|) Ja€EAAbEB(r= (a,b))} 
为 一 集合 ,并 称 为 集合 A 与 B 的 笛 卡 尔 积 . 
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笛 卡 尔 积 引用 于 数学 解析 几何 学 中 的 笛 卡 尔 坐标 平面 ,而 且 
也 可 以 说 , 笛 卡 尔 坐 标 平面 上 的 点 集 也 给 出 了 笛 卡 尔 积 最 为 形象 
直观 的 解释 .在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 把 笛 卡 尔 积 常常 简单 地 记 为 
AXB={(a,b)|la€EAAbESB) 
的 形式 . 
笛 卡 尔 积 有 下 面 一 些 常见 的 性 质 : 
1. 对 任意 给 定 的 集合 A,B, 一 般 情 况 下 有 
AxBzBxA. 
说 “在 一 般 情 况 下 ”是 排除 了 A = B 的 特殊 情况 .由 笛 卡 尔 积 
和 序 偶 (a,6) 的 定义 来 看 , 上 式 是 显然 的 ,因此 在 一 般 情况 下 , 策 
卡尔 积 是 不 可 交换 的 . 
2. 对 任意 给 定 的 集合 A,B,C,D, 都 有 
(AECCABED—AxXBECCxD). 
证 明 : 如 果 有 ACCA BCD, 那 么 ,对 任意 给 定 的 元 素 a,6 都 
有 : 
(aaEA)A(EB)eao) EAXDB， 
(CEA4)AGEB) 一 (ECACGCOED)) 
(a,b}ECXxXD, 
这 表明 ， 
(a,b) E AXB—»(a,b) E CXxD. 
由 子 集 的 定义 ,有 
AXBECXxD. 
即 
(ACCABED-(AxXBECxD). 
3. 对 任意 给 定 的 集合 A,B,C, 都 有 
AX(BUC= (AxXB)U (AxCOC). 
证 明 : 设 z= (a,4qd) 为 任意 序 偶 ,那么 有 
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TEAX(BUO) 
l(a€ A)A(dE€ElBUYU OO) 
”la€ A)A(dE BY (dE€ oO)) 
l(a€ A)AN(adq€EB)))YV ((a€ A)AN (dE OO)) 
一 (adJEAXBYVCad EAXC 
lad) €E ((AXB)U (AxO)) 
oxXE((AXB)U (AxXO)). 
由 外 延 公 理 , 即 有 
AXxX(BUC= (AxB)U .AxO. 
4. 对 任意 给 定 的 集合 A,B 和 空 集 好 ,都 有 
AXB= YoE(A= OY (B= Y). 
证 明 :对 于 任意 给 定 的 序 偶 zx, 由 向 卡尔 积 定义 ,有 
XEAXBoedaE€EAAbE Bz = (a,b)). 
当 和 AAA= 名 或 者 B= 名 时 ,上 面 定义 式 右边 的 公式 
Ja€E€AA jbE€ Br= (a,0b)) 
只 能 有 假 值 ,所 以 ,定义 式 左边 的 公式 
zxEAXB 
也 只 能 为 假 , 所 以 其 否定 
rEAXB 
一 定 为 真 ,由 xz 的 任意 性 ,任何 序 偶 都 不 属于 箔 卡尔 集合 AXB, 即 
| AxXxB= 8. 
有 反之 ,车 AXB= 名 ,表明 或 者 3a € A 为 假 ,或 者 35€ B 为 假 ， 
此 即 
A=ZVB=% 
为 真 . 
综 上 所 述 , 必 有 
AXB= Bo(lA= 2) VY (B= 2). 
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第 三 节 关系 集 


关系 是 人 们 在 实践 中 运用 最 为 广泛 的 一 个 概念 ,无 论 是 在 社 
会 科学 还 是 自然 科学 中 都 是 如 此 . 现实 中 的 各 种 关系 ,通常 在 形式 
理论 中 ,通过 集合 的 方式 得 到 最 为 一 般 的 抽象 . 从 本 节 开 始 ,我 们 
以 已 经 建立 起 来 的 集合 理论 为 基础 ,从 纯 集 合 的 角度 对 关系 作 深 
人 的 分 析 讨 论 . 


一 .关系 集 定 义 


定义 ”一 个 以 序 偶 为 元 素 的 集合 RR 被 称 为 一 个 关系 集 , 当 且 
仅 当 
Vit(rE€E R= da A jor = (a,b))). 
关系 集 我 们 通常 简称 为 关系 . 对 关系 集 的 定义 需要 强调 以 下 
几 点 : 
首先 ,关系 是 一 个 使 用 频率 极 高 的 语词 ,在 现实 中 它 有 无 数 种 
含义 .但 集合 论 的 讨论 对 象 只 是 集合 ,因此 ,我 们 只 是 从 集合 的 角 
度 去 考虑 关系 . 从 这 样 的 意义 出 发 ,关系 集 与 前 面 讨论 的 一 般 集 合 
一 样 ,在 语言 上 都 必须 满足 集合 论 公式 和 集合 元 素 的 条 件 的 要 求 . 
其 次 ,从 定义 上 看 , 任 一 元 素 属于 关系 集 ,那么 该 元 素 一 定 是 
某 个 序 偶 ,换言之 ,元 素 是 序 偶 是 该 元 素 属 于 关系 集 的 必要 条 件 . 
由 此 定义 的 关系 同 现实 中 的 关系 显然 存在 较 大 的 差别 :集合 角度 
的 关系 总 是 二 元 的 ,而 现实 中 二 元 关系 只 是 关系 中 的 一 部 分 . 我 们 
承认 确实 有 这 样 的 差别 ,但 这 种 差别 只 是 形式 理论 研究 的 一 种 需 
要 而 已 . 我 们 都 知道 ,在 所 有 关系 的 分 类 中 ,二 元 关系 是 一 种 最 基 
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本 的 关系 ,而 其 他 的 三 元 、 四 元 等 关系 一 般 来 说 总 是 可 以 转化 为 二 
元 关系 来 处 理 的 . 因此 ,在 集合 论 中 我 们 重点 考察 的 是 二 元 关系 
集 . 

最 后 ,上 述 关 系 集 的 集合 定义 是 一 个 非常 一 般 的 、 高 度 抽象 的 
定义 .从 形式 上 说 ,任何 关系 集 的 元 素 只 需 满足 序 偶 的 这 一 特征 . 
例如 ， 

对 任意 给 定 的 非 空 集合 A, 令 

“R= {zxz| YrE€ A(zr = (a,a))}, 
显然 ,由 子 集 公理 ,集合 下 必定 是 合法 存在 的 ,并 且 有 
及 EAXxA， 
而 由 于 R 元 素 的 特征 是 序 偶 , 因 此 集合 RR 就 是 一 个 关系 集 . 事实 
上 ,在 上 述 设 定 的 条 件 下 ,R 是 建立 在 非 空 集合 A 中 的 一 个 “等 于 ” 
关系 . 而 
D= {(B,C) | B,CCAA YrlzE€E Bo7r € C0C)} 
由 子 集 公理 ,集合 DD 也 是 存在 的 ,并 且 有 
DEPA) x (A). 

事实 上 ,DD 是 我 们 建立 在 非 空 集合 A 的 子 集 之 间 的 一 个 “包容 
于 ”关系 ,属于 集合 DD 的 每 一 个 元 素 的 第 一 坐标 ,都 是 第 二 坐标 的 
一 个 子 集 . 再 如 , 令 集合 

A= {1,2,3}, 
构造 集合 
R= ((1,2),(1,3),(2,3)). 

显然 ,集合 RR 是 集合 A 的 笛 卡 尔 积 的 一 个 子 集 ,并 且 , 这 个 子 

集 尺 表达 的 是 集合 A 中 的 一 个 “小 于 ”关系 . 


二 .关系 集 的 定义 域 和 值 域 


对 于 一 个 任意 给 定 的 关系 集 及 ,由 上 上 述 定义 ,我 们 当然 是 给 定 
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了 一 个 以 序 偶 为 元 素 的 集合 . 下 面 我 们 证 明 ,对 任意 的 (z,y), 令 
条 件 
CCz) 一 了 了 y(CCzy) € R). 
CCy) = jzx((z,y) € R). 
那么 ,满足 条 件 CCz) 和 Cly) 的 一 切 z 和 y 也 分 别 构成 唯一 
的 合法 集合 . 
定理 “对 于 任意 给 定 的 关系 集 尺 ,以 下 集合 分 别 存 在 且 唯 


A= {zx| 3y((z,y) € R)}, 
B= {y| 3x((r,y) € R)}. 

证 明 :我 们 先 证 明 集 合 A 与 B 的 存在 性 . 由 子 集 公理 ,显然 只 

需要 分 别 为 集合 A 和 B 找 出 某 个 包容 就 可 以 了 . 因为 
C(xz) = JIy((zx,y) € R) 
和 
Cl(y) = jz((z,y) € R), 

则 它们 可 以 分 别 成 为 集合 A 与 B 中 的 元 素 的 条 件 . 

事实 上 ,如 果 (z,y) € RR, 那 么 由 序 偶 的 定义 ,有 

{{x},{(x,y}} ER., 
既然 {{z} , {zx,y)) 是 集合 尺 的 成 员 ,那么 由 并 集 公理 ,成 员 的 元 素 
{z} 和 {z,y} 就 都 应 该 是 U (CR) 的 成 员 . 我 们 把 求 并 的 做 法 再 实 
施 给 并 集 U (CR) , 则 可 以 肯定 ,必然 有 
ZEUCUGR))AyEUCUCR)). 

这 无 疑 地 表明 ,集合 U (CU CR)) 既 可 以 是 集合 A 的 包容 集 , 又 可 
以 是 集合 B 的 包容 集 , 因 此 ,由 子 集 公理 ,如 上 构造 的 集合 A,B 都 
可 以 合法 地 存在 . 

A,B 集 合 对 给 定 条 件 的 唯一 性 是 显然 的 . 因为 在 上 述 给 定 的 
条 件 下 , 若 还 有 其 他 集合 存在 ,由 条 件 的 确定 性 和 外 延 公理 , 我 们 
总 能 证 明 , 它 们 都 不 过 是 上 述 集 合 A,B 的 另 一 称谓 而 已 . 
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上 述 定理 证 明 中 一 个 重要 的 前 提 是 :R 必须 是 一 个 关系 集 , 否 
则 就 不 能 保证 U (CU CR) ) 等 是 集合 ,当然 就 不 能 保证 包容 集 的 存 
在 . 
定义 ”对 任意 给 定 的 关系 集 尺 , 记 
dom(R) = {x | jy((z,y) € R)) 
为 一 集合 , 称 为 关系 集 RR 的 定义 域 ; 记 
ran(R) = {y| Izx((z,y) € R))} 
为 一 集合 , 称 为 关系 集 R 的 值 域 . 
特别 地 ,如 果 民 = 二 A XB, 并 且 集 合 A,B 都 不 是 空 集 ,那么 有 
dom(R) = A， 
ran(R) = B. 
并 且 , 如 果 尺 =AXA, 那 么 , 当 A 尖 人 时 ,有 
dom(R) = ran(R) = A. 
而 当 A = 多 时 ， 
dom(R) = ran(R) = 好. 
但 更 为 一 般 的 情况 是 , 当 R 是 建立 在 笛 卡 尔 积 A Xx B 中 的 某 
个 关系 ,并 且 仅 有 尺 己 A XB 时 ,那么 有 
dom(R) CA, 
ran(R) 所 也. 
而 如 果 R 是 建立 在 笛 卡 尔 积 A Xx A 中 的 某 个 关系 ,并 且 仅 有 RS 
A XA 时 ,那么 有 
dom(R) Ch, 
ran(R) CA. 
例 1 以 ZZ! 记 正 数 集合 ,在 ZZ 中 建立 关系 R 如 下 : 

R= {m,n) €E ZXZ| I3jE Z' m= nt))}. 
显然 ,R 是 建立 在 Z” 中 的 一 个 “大 于 ”关系 ,或 者 说 ,R 是 包容 于 
2Z1XZ* 中 的 一 个 反映 大 于 关系 的 子 集 , 当 且 仅 当 存 在 正 整数 7 ,使 
得 m= 二 7n 十 六 时 , (m,n) € R. 其 中 ， 
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dom(R) = Z'~ {1}C7Z! 
ran(R) = Z". 
我 们 通常 用 符号 “之 ” 表示 大 于 关系 ,如 果 (m € R,R 如 上 
所 定义 ,那么 就 记 为 : 
m>n. 
例 2 以 Z 记 整数 集合 ,在 Z 中 建立 关系 尺 如下， 
R= {(m,n) E ZXZ| jj EZm—n= 57))}. 
显然 ,如 上 建立 的 关系 ,是 “整数 集合 中 两 数 之 差 能 被 5 整除 ” 
的 关系 , 当 且 仅 当 存在 整数 j, 使 得 m 一 n= 57 时 ,那么 (m,n) 所 
R. 其 中 ， 
dom(R) = ran(R) = Z. 
以 上 ,我 们 从 集合 的 角度 讨论 了 关系 . 无 论 如何 , 从 定义 的 角 
度 看 ,这 种 讨论 是 非常 一 般 化 的 讨论 . 我 们 现在 所 得 到 的 直观 的 理 
解 就 是 ,不 管 怎样 的 序 偶 ,只 要 它们 的 全 体能 合理 地 构成 集合 , 那 
么 这 个 集合 就 是 一 个 关系 . 一 个 关系 集 全 部 元 素 的 第 一 坐标 和 第 
二 坐标 分 别 构成 该 关系 的 定义 域 和 值 域 . 在 几何 直角 坐标 平面 上 ， 
我 们 可 以 得 到 定义 域 和 值 域 在 横 轴 与 纵 轴 上 的 投影 ,通常 我 们 把 
它们 分 别称 为 第 一 坐标 投影 和 第 二 坐标 投影 . 
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第 四 节 ”等 价 关 系 集 


在 讨论 等 价 关 系 前 ,我 们 先 来 回顾 一 下 人 们 最 为 熟悉 的 等 于 
关系 .在 任何 论 域 中 ,等 于 关系 通常 都 一 定 会 具备 以 下 三 个 性 质 ， 
即 对 任意 的 z,y,z( 它 们 不 一 定 是 集合 ) ,都 有 

1. 工 一 工 

2, T= y 一 y 一 工 

3,. T=yAy= zx +I=2 

我 们 把 以 上 三 条 性 质 分 别称 为 等 于 关系 的 自 返 性 ,对 称 性 和 
传递 性 . 当然 ,由 上 述 工 的 任意 性 以 及 我 们 已 经 建立 起 来 的 集合 理 
论 , 这 些 性 质 对 于 集合 来 说 显然 也 是 成 立 的 . 以 下 在 集合 论 中 讨论 
的 等 价 关 系 ,是 对 等 于 关系 的 上 述 三 个 性 质 的 进一步 推广 . 


一 .等 价 关系 集 的 定义 


定义 ”集合 XX 中 的 一 个 关系 集 R 称 为 是 一 个 等 价 关系 集 , 当 
且 仅 当 对 任意 的 x,y,z € X, 都 满足 : 

1. 自 返 性 ; zRz 

2. 对 称 性 : tzRy 一 yRX 

3. 传递 性 : xzRy A yRz— ZRz 

例如 ,上 述 的 等 于 关系 ,在 任意 给 定 的 集合 X 中 都 可 以 构成 
一 个 等 价 关 系 集 ,这 是 显然 的 . 

又 如 ,我 们 在 整数 集 Z 中 建立 的 “两 数 之 差 能 被 5 整除 ”的 关 
系 集 RR, 同样 是 一 个 等 价 关系 集 . 这 是 因为 ， 

首先 ， 
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YmE€E Z((m,m) € R); 
其 次 ， 
Vmn€ Z((m,n) € Rn,m) € R); 
最 后 ， 
Ym,n,o € ZN) €E RA (n,0) € Rm,o) € R). 
前 两 个 公式 的 真 ,对 于 R 的 定义 来 说 是 明显 的 ,第 三 个 公式 的 
真 证 明 如 下 :对 任意 给 定 的 m,n,o € Z, 如 果 存 在 j,k € Z, 有 
m— n= 57, 
7 一 0 一 54， 
那么 ,就 有 
(m—n) 二 (no) 一 51 十 5&， 
有 
M 一 0 一 5(J 十 A)， 
显然 ,整数 j,k 之 和 还 是 整数 . 这 表明 x 与 o 之 差 依 然 能 被 5 整除 ， 
所 以 ,“ 两 数 之 差 能 被 5 整除 ”的 关系 同样 满足 传递 性 , 即 第 三 个 
公式 的 真 在 设 定 的 条 件 下 也 成 立 . 所 以 , 在 Z 中 建立 的 “两 数 之 差 
能 被 5 整除 ”的 关系 集 玉 ,同样 是 一 个 等 价 关系 集 . 而 在 2 中 建立 
的 “大 于 ”或 “小 于 ”这 些 关系 集 , 由 于 任 一 整数 在 这 些 关系 中 都 不 
能 满足 自 返 性 , 故 它们 都 不 能 是 Z 中 的 等 价 关系 . 
当 RR 为 某 集 合 中 的 等 价 关 系 集 并 且 有 xzRy 时 ,我 们 通常 称 x 
等 价 于 y. 但 既然 等 价 关 系 都 具有 对 称 性 ,因此 ,也 不 妨 称 z 和 y 是 
相互 等 价 的 . 
在 前 面 讨论 集合 X 中 的 某 个 关系 集 R 时 ,我 们 曾经 指出 最 一 
般 的 情况 是 ,R 仅仅 是 集合 XX XX 中 的 一 个 子 集 , 即 有 
RCXXX. 
但 当 R 仅仅 是 集合 XX X X 中 的 一 个 子 集 时 , 一 般 来 说 ， 
dom(R) 和 ran(R) 也 只 能 分 别 是 集合 X 的 子 集 ,有 
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dom(R) CX, 
ran(R) CX. . 
上 述 关 系 表明 ,对 于 建立 在 集 X 中 的 一 般 关系 集 R, dom(R) 
和 ran(R) 的 元 素 都 不 需要 必然 地 充满 XX, 它 们 都 只 需 满足 是 XX 的 
一 个 子 集 就 足够 了 . 但 是 当 R 是 建立 在 XX 中 的 一 个 等 价 关系 集 
时 ,由 等 价 关 系 的 自 返 性 ，dom(R) 和 ran(R) 的 元 素 都 会 必然 地 
充满 X, 即 有 
dom(R) = ran(R) = X. 
对 于 任意 给 定 的 集合 X 来 说 ,等 价 关系 集 的 定义 域 和 值 域 的 
这 一 特点 ,决定 了 集 X 中 的 任意 等 价 关 系 集 都 包容 有 等 于 关系 
集 , 换 言 之 ,X 中 的 等 于 关系 集 一定 是 X 中 任 一 等 价 关系 集 的 一 个 
子 集 . 因此 ,我 们 通常 把 等 于 关系 集 称 为 最 小 的 等 价 关 系 集 , 即 在 
集合 X 中 构造 的 任 一 等 价 关 系 集 R, 对 任意 的 zx € X, 都 有 
(zz) “一 ”一 (ZZ) ER. 
同时 ,我们 也 把 集合 和 XXX 称 为 是 建立 在 X 中 的 最 大 等 价 关 
系 集 , 因 为 ,对 建立 在 X 中 的 任 一 等 价 关系 集 R 来 说 ,都 一 定 有 
及 所 和 XXX. 


二 .等 价 类 


定义 ”任意 给 定 集 合 X, 并 给 定 集合 X 中 的 某 个 等 价 关 系 
R, 那 么 ,对 任 一 + EX, 把 XX 中 一 切 与 x 等 价 的 元 素 y 所 组 成 的 X 
的 子 集 , 称 为 z 的 R 等 价 类 , 记 为 [xjs, 即 

[zls={y|y€E XA zrRy)}. 
例如 ,如 果 RR 是 建立 在 整数 集合 中 的 等 于 关系 ,那么 对 任 一 m 
€72, 
[Lm ja = (m}. 
如 果 RR 是 建立 在 整数 集合 中 的 “两 数 之 差 能 被 5 整除 ”的 关 
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系 ,那么 对 任 一 m € Z, 有 
[mle={n|njEZAm—n= 5). 
对 于 等 价 关 系 RR 的 R 等 价 类 ,我 们 有 以 下 的 定理 ;: 
定理 ”任意 给 定 集合 X, 并 给 定 集合 X 中 的 某 个 等 价 关 系 
R , 则 对 任意 元 素 xz,y € 和 都 有 
Lz 一 [yjJRe>zRy， 
证 明 : 先 证 明 充 分 性 ， 
如 果 [zxjs == Lyjr, 那 么 由 等 价 关系 的 自 返 性 ,有 yy € [yjr, 再 
由 已 知 和 外 延 公理 ,必定 有 y € [xjx, 由 等 价 类 定义 , 即 有 xzRy. 
充分 性 得 证 . 
再 证 明 必 要 性 . 
如 果 站 >, 则 对 任 一 xzEX, 若 zE [yjr，, 那 么 yRz. 但 等 价 关 
系 都 具有 传递 性 ,所 以 必定 有 xRz, 即 xz € [zjr. 另 一 方面 ,如 果 对 
任 一 zE€E XX, 若 z € [zxjr, 那 么 xRz, 但 等 价 关 系 都 具有 对 称 性 ,所 
以 由 已 知 有 yRx ,再 由 等 价 关 系 的 传递 性 , 必然 有 yRz, 即 x € 
[yjx. 由 上 述 证 明 , 显 然 对 任 一 z € X, 都 有 
z € [zjerz € [yjr, 
由 外 延 公理 ,有 
[zj = [y]R. 
综 上 所 述 ， 
[zj = [yjRe>xzRy. 
推论 ”任意 给 定 集合 X 并 给 定 集合 X 中 的 某 个 等 价 关 系 尺 ， 
则 对 任意 元 素 zx,y € XX 都 有 
zy 属于 同一 等 价 类 一 zxRy. 
由 已 证 定理 和 集合 的 相等 ,推论 的 真实 性 是 不 言 而 喻 的 ， 


三 、 集 合 元 素 的 分 类 


分 类 是 逻辑 划分 中 的 一 种 重要 的 划分 . 而 逻辑 划分 是 科学 研 
。73 。 


究 中 的 一 种 重要 的 方法 . 从 集合 的 角度 看 , 人们 在 众多 的 场合 ， 
需要 对 某 个 给 定 的 集合 进行 划分 或 者 分 类 ,以 进一步 去 分 析 集 合 
元 素 之 间 的 关系 ,或 者 集合 的 子 集 之 间 的 关系 . 分 类 与 划分 在 逻辑 
讨论 中 是 有 区 别 的 ,但 在 集合 论 的 讨论 中 我 们 把 它们 统一 地 称 为 
分 类 ,从 下 述 讨论 中 为 分 类 所 建立 的 条 件 来 看 ,这 样 的 统一 并 无 不 
当 之 处 . 

定义 ”任意 给 定 集合 X, 由 X 的 非 空子 集 构成 的 集 组 负 称 为 
X 的 一 个 分 类 , 当 且 仅 当 员 满 足 条 件 

1. U (%) = X; 

2.YA,BE RIAAB—ANMB= 2). 

上 述 定 义 中 的 两 个 条 件 ,完整 地 概括 了 逻辑 中 关于 划分 所 应 
遵守 的 规则 . 其 中 ,条 件 1 所 要 求 的 ,是 分 类 必须 是 相称 的 ,使 得 集 
合 X 的 元 素 在 分 类 中 不 多 出 ,也 无 遗漏 ;而 条 件 2 则 要 求 ,X 的 任 
何 一 个 分 类 其 子 集 之 间 都 应 当 是 不 相 容 的 , 即 任意 两 个 子 集 ,对 一 
个 正确 的 分 类 来 说 , 子 集中 都 不 会 有 相同 的 元 素 . 

集合 X 的 分 类 (是 由 集合 X 的 子 集 构成 的 一 个 集合 ,比较 咬 
与 X 的 宕 集 纪 (X) , 易 知 有 

RC (CX). 

任何 分 类 都 需要 选取 一 定 的 标准 ,从 集合 的 角度 说 ,都 要 选取 
一 定 的 关系 . 关系 中 的 等 价 关 系 , 为 准确 无 误 地 进行 分 类 提供 了 可 
靠 的 保证 . 我 们 证 明 下 面 的 定理 来 说 明 这 一 点 . 

定理 。 对 任意 给 定 的 集合 X 和 建立 在 X 中 的 某 个 等 价 关系 
R,X 的 所 有 尺 等 价 类 的 集合 

W= {[zl|z€ X} 
是 X 的 一 个 分 类 . 

我 们 只 需要 证 明 , 在 给 定 的 条 件 下 ,集合 党 满足 分 类 的 两 个 
条 件 即 可 . 

证 明 : 对 于 条 件 1, 由 等 价 类 的 定义 ，U (只 ) EX 是 显然 的 . 
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我 们 需要 说 明 的 是 和 SU (8). 对 任 一 ze 六, 由 等 价 关系 的 自 返 
性 ,必定 有 


ZE [zje, 
但 由 已 知 ， 

[zj]R E 并 ， 
所 以 有 

ZEU(CN)， 
这 表明 


rE Xr EU (SN)， 
即 
X SU (WN), 
所 以 ,由 外 延 公 理 , 有 
U (WW)= XX. 
即 从 满足 分 类 的 条 件 1. 
对 于 条 件 2, 设 [zje 和 [ye 是 党 中 的 任意 两 个 不 同 的 成 员 但 
[zjx 们 [ys 天 好 ,这 意味 着 ,存在 元 素 z E X, 使 得 
IRz 人 yRz. 
由 等 价 关系 的 对 称 性 ,显然 有 
rRz A zRy. | 
再 由 等 价 关系 的 传递 性 ,显然 有 xzRy , 即 有 
[zj = [yjx， 
这 同 所 设 显 然 是 矛盾 的 , 故 [x jr 门 [yjr = 名 ,这 表明 兴 是 满足 条 
件 2 的 . 
综 上 所 述 ,定理 成 立 . 
把 以 上 连续 证 明 的 两 个 定理 所 断定 的 内 容 概括 起 来 ,它们 实 
际 上 断定 了 在 任 一 集合 X 中 建立 一 个 等 价 关系 ,也 就 给 出 了 集合 
X 的 一 个 分 类 ,使 得 每 一 类 中 的 元 素 都 是 互相 等 价 的 ,并 且 , 集 合 
X 中 互相 等 价 的 元 素 都 必然 地 汇集 在 同一 个 类 中 . 
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我 们 以 后 把 集合 XX 的 R 分 类 集 只 称 为 集合 的 R 一 商 集 , 记 
为 X/R, 即 
X/R = {[zj]g | rx EX). 
例 在 整数 集合 Z 中 建立 的 关系 “两 数 之 差 能 被 5 整除 ”, 它 
实际 上 把 Z 集 分 为 了 具有 5 个 元 素 的 一 个 集合 Z 的 R 一 商 集 , 即 
Z/R = {[o]s,[1]s,[2]R,E3]R,[4]R}， 
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第 五 节 “关系 集 的 逆 集 与 复合 集 


从 纯 形式 语言 表述 的 角度 来 看 ,关系 给 人 的 第 一 个 直观 印象 
就 是 对 应 ,而 这 种 对 应 总 是 要 求 建立 在 集合 论 条 件 的 基础 之 上 . 例 
如 ,在 集合 关中 建立 的 子 集 之 间 的 包容 关系 尺 , 它 所 要 求 的 条 件 从 
集合 论 条 件 的 角度 看 ,就 是 
. ABCXAVzzE PEA)， 

我 们 在 集合 X 的 所 有 可 能 的 子 集中 进行 选择 ,把 那些 满足 上 
述 条 件 的 两 个 子 集 选 择 出 来 并 将 它们 有 序 地 构成 序 偶 (A,B) , 那 
么 ,这 些 所 有 的 满足 条 件 的 序 偶 所 构成 的 集合 

R= {(A,B)} | A,BCXA Vzr(r € Br € A)}, 
就 表达 了 集合 X 中 子 集 之 间 的 包容 关系 . 

现在 的 问题 是 ,既然 从 纯 形式 语言 表述 的 角度 来 看 ,关系 集 给 
人 的 第 一 个 直观 印象 就 是 序 偶 的 集合 ,那么 ,如 果 我 们 在 给 定 的 条 
件 基础 上 ,交换 关系 集 R 的 所 有 元 素 中 第 一 坐标 和 第 二 坐标 的 位 
置 ,那么 所 得 到 的 是 否 还 是 一 个 关系 集 ? 它 同 原来 的 关系 集 尺 应 当 
具有 怎样 的 关系 ?特别 是 ,在 同一 个 给 定 的 条 件 下 , 它 是 否 依然 是 . 
对 原 事物 本 来 面目 的 一 种 正确 的 反 喘 ? 

其 实 , 对 上 述 问题 的 回答 都 是 肯定 的 . 这 是 因为 我 们 关于 关系 
集 的 定义 ,从 集合 的 角度 来 说 本 来 就 是 非常 简单 和 一 般 的 :在 某 个 
给 定 的 集合 论 条 件 的 前 提 下 , 它 是 集合 并 且 集合 的 元 素 是 序 偶 就 
可 以 了 , 当 我 们 改变 序 偶 中 元 素 的 顺序 时 ,并 没有 改变 条 件 在 集合 
论 中 的 合法 性 ,因此 ,也 不 可 能 影响 新 的 集合 在 原本 给 定 条 件 下 的 
合法 性 . 所 以 ,改变 序 偶 顺 序 所 得 到 的 关系 尽管 不 同 于 原来 的 关 
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系 , 但 可 以 认为 , 它 同 样 是 在 集合 之 间 建 立 起 来 的 原本 关系 的 另 一 
种 正确 的 表达 方式 .如 上 例 , 设 交换 序 偶 坐 标 顺序 后 的 关系 为 S， 
则 | 
S={(B,A)} | A,BCXA Vr(r € Bz € A)). 
显然 ,如 果 原 来 的 RR 表 达 的 是 子 集 之 间 的 包容 关系 ,那么 S 表 
达 的 就 是 子 集 之 间 的 包容 于 关系 ,它们 是 对 同一 事物 的 完全 正确 
的 不 同 表达 方式 而 已 . 
对 同一 事物 的 完全 正确 的 不 同 表达 方式 在 实践 和 理论 中 都 是 
具有 普遍 性 的 . 如 , 令 
A = {1,2,3} 
那么 , 令 
R= {(1,2),(1,3),(2,3)), 
显然 ,R 是 在 集合 A 中 建立 的 一 个 “小 于 ”关系 . 现在 ,仅仅 交换 
的 元 素 中 坐标 的 顺序 ,得 到 集合 S, 即 
S={(2,1),(3,1),(3,2)), 
那么 ,S 显 然 是 建立 在 同一 集合 A 中 的 “大 于 ”关系 ,它们 明显 地 是 
对 同一 事物 完全 正确 的 不 同 反映 方式 罢了 . 


二 .关系 集 的 逆 集 的 定义 
定义 “对 于 任意 给 定 的 关系 集 尺 , 记 
R!= {(y,r) | (zy) € R} 


为 一 集合 , 称 为 关系 集 R 的 北 集 . 在 下 述 的 讨论 中 ,我 们 把 关系 集 
的 逆 集 简称 为 关系 的 逆 . 
关系 的 逆 是 在 肯定 关系 集 的 基础 上 定义 的 ,因此 有 
yR roerRy, . 
即 ,y 对 z 满足 关系 R 7 , 当 且 仅 当 对 y 满足 关系 尺 . 并 且 , 由 于 
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R" 依然 是 关系 ,所 以 由 关系 逆 的 定义 有 
dom(R ) = ran(R), 
ran(R ') = dom(R). 
从 关系 六 的 定义 来 看 ,关系 及 其 道 有 下 面 的 基本 关系 : 
定理 。 对 于 任意 给 定 的 关系 尺 ,都 有 
(RD 一 = RR. 
证 明 :我 们 现在 能 依赖 的 ,始终 只 能 是 关系 及 其 逆 的 定义 , 即 
对 任意 给 定 的 关系 R 和 序 偶 (zx,y), 都 有 
(zy) ERe>Cyz) E Rie(r,y) E (RD 
由 外 延 公 理 , 有 
(CR 一 玉 . 


二 .关系 集 的 复合 集 定义 


定义 “对 于 任意 给 定 的 关系 丸和 55, 记 
S。 尺 一 (rz)|3yzy) E RA (y,z) € S)) 
为 一 集合 , 称 为 R 对 S 的 复合 集 . 其 中 的 符号 “…” 表 示 在 关系 集 之 
间 求 复合 集运 算 的 算 子 . 
在 上 述 定义 中 ,我 们 特别 强调 了 两 个 集合 的 顺序 ,显然 有 
R.S={(r,z)| 3gyr ESA(Cyz) € R)). 
例如 , 令 R={(1,2),(1,3)},S 二 {(1,4),(2,5)}, 那 么 ,有 


S. R= 1{(1,5)}, 
R.S= 28, 

S. R= 1{(2,4),(3,4)}, 
R.S'= {(4,2),(4,3)}, 
R'.S=, 

S .R=, 
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S!'.R!= 8, 
R'.S = 1{(5,1)} 
等 ,由 定义 和 上 述 例 子 可 以 看 出 ， 
(zz) E S. RejIy (rRy A ySz), 
(zz) E R. SoeIjIy(rSy A yRz). 
这 些 都 表明 ,关系 的 复合 过 程 作为 一 种 运算 ,一般 情 况 下 是 不 满足 
交换 律 的 . 


三 .关系 复合 与 道 的 运算 性 质 


定理 “对 于 任意 给 定 的 关系 尽 ,S, 工 ,都 有 
T.(S.R)=(T. S).RK. 
证 明 : 对 于 任意 给 定 的 (zx,w) ,如 果 都 有 
(x,u ET.(S.KR) 
«> Iz((rz,z) E (S. R) A (zu) ET 了 IT) 
«> Iz(Iy(r,y) E RA (yz) € S) A (z,u) € T) 
jzIy(zr,y) E RA (yz)E SA (zu) €T) 
心 3y(Czyy) E RA Iz((y,z) E SA (z,u) € TT)) 
dy (ry E RA (yu) E (T. S)) 
ru) €E ((T» S).R) 
由 外 延 公理 ， 
T».(S.R)=(T. S$).R. 
上 述 定理 的 证 明 , 表明 求 复合 集 的 过 程 即 算 子 “,” 是 满足 结 
合 律 的 . 
定理 。 对 任意 给 定 的 关系 R,S， 
(9。R) -一 RS 
证 明 :对 于 任意 给 定 的 (z,z), 如 果 都 有 
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(zyz) E (SR) 

«>(z,T) E (3S， 民 ) 
«Iy((z,y) ERA(Cyz) ES) 
«> jy((y,z) E R! A (rz,y) ES ) 

,egy(Czry) ES! A (yz)ER') 
(rz) E(RI。S 1 )， 

由 外 延 公理 ,有 

(S. R) =R!:.S. 
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第 六 节 ”函数 集 


如 前 所 述 ,以 上 给 出 的 关系 集 ,条 件 是 非常 一 般 的 :只 要 其 元 
素 是 序 偶 就 行 了 ,而 并 不 考虑 元 素 在 第 一 坐标 同 第 二 坐标 之 间 的 
对 应 关系 . 例如 ,在 上 节 所 设 的 集合 A 中 , (1,2),(1,3),(2,3) 都 
是 A 的 元 素 , 对 应 同一 个 第 一 坐标 “1” 的 , 既 有 “2”, 也 有 “3”; 反 
之 , 对 应 同一 个 第 二 坐标 “3” 的 ,有 “2” 也 有 “1”. 下 面 ,我 们 通过 
对 关系 的 限制 ,来 讨论 一 类 特殊 的 关系 集 . 


一 .函数 集 的 定义 


定义 ”一 个 关系 集 下 被 称 为 一 个 函数 集 , 当 和 且 仅 当 , 对 任意 

给 定 的 元 素 x, 使 (x,y) E FF 的 元 素 y 总 是 唯一 的 . 即 
VrIVyVz((r,y) E FA (zr,z) € Fy = 2), 

函数 集 的 这 个 定义 对 具有 数学 函数 经 历 的 人 来 说 并 不 是 陌生 
的 .尽管 ,定义 中 yy 与 x 的 对 应 关系 在 方式 上 是 有 歧义 的 :如 可 以 
是 一 个 唯一 存在 的 y, 对 应 任意 的 每 一 个 x, 也 可 以 是 对 每 一 个 任 
意 的 zx, 都 存在 某 个 唯一 的 y. 但 定义 所 强调 的 元 素 的 第 二 坐标 对 
同一 个 第 一 坐标 的 唯一 确定 性 却 是 不 变 的 . 我 们 常常 把 函数 集 简 
称 为 函数 . 

当 序 偶 (z,y) € 下 ,其 中 下 是 函数 集 时 ,我 们 记 

y= F(z) 


或 者 
z Fiy, 
称 F(x) 是 函数 下 在 x 的 值 ,或 者 说 在 函数 下 的 作用 下 ,与 x 对 应 
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的 只 有 y. 由 于 在 集合 论 中 , 序 偶 的 坐标 实际 上 还 是 集合 ,因此 函 
数 本质 上 反映 的 依然 是 集合 与 集合 之 间 的 对 应 关系 ,所 以 ,我 们 通 
常 也 用 映射 ,变换 等 来 称呼 函数 ,并 记 以 
F:X—Y 
的 形式 ,表示 函数 下 是 由 集合 X 到 集合 Y 的 映射 或 者 变换 或 者 函 
数 等 .但 无 论 怎样 称呼 ,我 们 都 不 应 当 忘 记 , 我 们 所 讨论 的 ,zx,y ,FF 
等 都 是 作为 我 们 讨论 的 对 象 集合 而 出 现 的 . 在 继续 介绍 新 的 内 容 
之 前 , 先 来 熟悉 下 面 这 些 以 后 常见 的 提 法 是 必要 的 . 
例 1 对 任意 给 定 的 集合 X, 在 X 中 建立 如 下 的 关系 1 
X 一 X ,定义 下 为 ,对 任意 的 zE 和 ,都 有 
T(x) 一 工 
由 集合 元 素 的 性 质 ,有 (z,z) € 天 ,并 且 雹 显然 是 X 中 的 一 个 函 
数 关系 ,有 
dom(1,) = X,， 
并 且 
ran(1,)=X 
六 其 实 就 是 定义 在 集合 X 中 的 等 于 关系 ,我 们 以 后 把 这 样 的 
天 , 称 为 定义 在 集合 X 上 的 一 个 恒 等 函 数 . 
例 2 ”对 任意 给 定 的 集合 X 和 了 , 记 
oer: XX Y= 六， 
te :XXY=Y. 
现在 定义 ,对 任意 的 (z,y) € XXY, 都 有 
OCT y) = Z， 
p(T,Y) 一 y. 
显然 ,由 集合 的 性 质 和 上 述 定义 , po, 和 ps 都 是 函数 .我们 把 这 样 定 
义 的 函数 pi ,pz 分 别称 为 从 XXXY 到 X 和 从 XXXY 到 Y 的 投影 函 
数 ,其 中 ， 
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dom(p1) = dom(pz) 一 XXXY， 


ran(p1) = X, 
ran(p) = Y. 
例 3 对 任意 给 定 的 集合 和 X 的 任意 子 集 A, 记 
Ca : X—{0,1}. 
定义 对 任意 的 xz CE X, 都 有 
on- seh 


以 上 述 方式 定义 的 关系 Ca 依然 是 一 个 函数 关系 . 我 们 把 这 样 的 函 
数 称 为 定义 在 集合 X 上 的 关于 子 集 A 的 特征 函数 . 特征 函数 可 一 
般 图 示 为 : 


不 难说 明 , 其 中 ， 


dom(CaA ) = X， 
ran(Ca) = {0,1). 
例 4 对 任意 给 定 的 集合 X, 设 尺 是 建立 在 X 中 的 一 等 价 关 
系 , 记 


p:X—X/R, 
定义 p(x) = [zjR， 
此 时 , 称 pg 是 由 集合 X 到 其 RR 一 商 集 X/R 的 自然 映射 (或 者 标准 
映射 ) ,由 函数 的 定义 不 难 验证 ,9p 是 一 个 函数 . 其 中 ， 
dom(g) = X， 
ran(g) = X/R. 
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如 , 当 X 为 整数 集 时 , 令 

R= {(m,n) EE XXX) 3;€E Xm—n = 07)}. 
则 X/R= [OJr, [ll] , [2]r,L3j]e , [4]e}. 
显然 , 当 两 数 之 差 为 0,5,10,15, 一 5, 一 10, 一 15 等 时 ,都 有 


8(0) = 9(5) = 9(10) = g(~—5) = yg 10) = = [0jJa; 
而 当 两 数 之 差 为 1,6,11,16 时 ,都 有 
9p(1) = 9(6) = yg(11) 一 … = [1]. 
例 5 对 任意 给 定 的 集合 X 和 在 X 中 建立 的 任意 的 函数 下 , 记 
F;X X X—X, 


我 们 把 对 下 的 每 一 个 具体 并 满足 函数 性 质 的 定义 都 称 为 是 集合 X 
中 的 一 个 运算 . 例如 , 当 X 为 实数 集 时 , 实数 集中 定义 的 “十 ”， 
“一 ”,“X” 等 都 是 这 样 的 运算 ,此 时 有 
dom(F) = XXX, 
ran(F) = X. 
熟悉 以 上 函数 集 的 表达 方式 后 ,我们 来 继续 讨论 新 的 内 容 . 
定理 。 对 于 任意 给 定 的 集合 X 和 Y(X 关 多 ,Y 关 多), 记 
F,X—Y, 
即 下 是 建立 在 由 X 到 Y 的 一 个 任意 的 函数 ,那么 ,所 有 这 样 的 下 构 
成 一 个 集合 . 

证 明 :因为 已 知 正 是 函数 ,所 以 五 的 元 素 所 满足 的 条 件 可 以 认 
为 是 由 函数 的 定义 已 经 给 定 了 的 . 既然 如 此 ,由 子 集 公理 ,我 们 只 
需 为 下 找 出 一 个 包容 集 就 可 以 了 . 由 函数 的 定义 域 和 值 域 的 定义 ， 
显然 有 

dom(F) CCX, 
ran(F)CY. 
于 是 ,对 任意 的 x € X,yE€E Y 都 有 
ZE dom(F), 
y € ran(F), 
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从 而 有 
(zy) € 下 一 (zy) € dom(F) X ran(F) 
CXxY, 
即 
FCXXxXY, 
从 而 有 
FE BB(XXY). 
即 儿 (X XY) 就 是 我 们 所 需要 的 一 个 包容 集 . 由 子 集 公 理 ,这 样 的 
所 有 下 构成 的 集合 是 一 个 合法 的 集合 . 
以 下 ,我 们 用 Y* 记 从 和 到 YY 的 所 有 函数 的 集合 . 作为 对 这 个 
抽象 符号 的 具体 化 ,我 们 来 考察 下 述 一 些 较为 特殊 的 情况 . 
例 1 Y2 = {2}. 
由 上 述 定义 ,X= 好 ,Y2 表示 由 空 集 好 到 任意 集合 Y 的 一 切 
函数 的 集合 ,而 这 个 集合 只 有 唯一 的 元 素 即 所 . 
证 明 :假如 由 空 集 好 到 任意 集合 Y 的 一 切 函 数 的 集合 中 还 有 
其 他 的 非 空 元 素 , 设 为 开 , 即 
F:G—Y, 
则 存在 (x,y) € 下 ,由 函数 定义 ,当然 就 有 
ZE dom(F), 
这 表明 ,有 
dom(F) CG A dom(F)#9 
一 定 为 真 ,这 明显 是 一 个 逻辑 矛盾 ,所 以 假设 不 可 能 成 立 , 即 下 必 
定 也 只 能 是 空 集 . 
另 一 方面 ,如 果 下 = 名 ,那么 首先 下 必然 是 关系 , 且 
dom(F) = 多， 
并 且 
ran(F)= YEY; 
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其 次 ,如 果 下 = 名 ,那么 名 一 定 是 消 数 ,这 是 因为 ,对 于 任意 的 r， 
yz 都 有 
(zy EG Hr 2)E 好 
必定 是 假 的 ,内 此 ， 
VxrVYyVz((r,y) €E GB A (rz,z) € Gy = 2) 
一 定 为 真 , 故 好 一 定 是 函数 . 
综 上 所 述 , 一 定 有 
Y2 一 (他 ). 
特别 地 ,由 工 集 的 任意 性 , 当 Y = 好 时 . 必然 有 
2 = (好 }. 
例 2 如 果 关 关 名 ,而 Y== 名 ,那么 有 
2* = . 
. 即 从 任意 非 空 集合 X 到 空 集合 2 的 映射 不 存在 . 
证 明 : 若 X 非 空 ,并且 存 在 映射 下 ,使 得 
F;X—9, 
那么 ,一 定 存 在 x € dom(CF) , 按 关系 定义 域 的 定义 ,是 因为 存在 y 
E ran(F) = 好 ,使 得 (z,y) € F, 这 与 空 集 公 理 显然 是 了 矛盾 的 , 故 
映射 下 必然 不 存在 . : 

最 后 要 指出 的 是 ,尽管 我 们 在 上 面 的 讨论 中 多 次 使 用 “所 有 的 
F”、“ 一 切 F” 等 ,但 我 们 都 是 对 给 定 的 集合 和 Y 而 言 的 ,我 们 也 
因此 总 是 能 为 我 们 所 要 构造 的 集合 找到 相应 的 包容 集 . 但 如 果 离 
开 了 存在 包容 集 这 个 条 件 , 那 么 构造 出 来 的 集合 就 不 一 定 是 合法 
的 了 . 


二 、 单 叶 函 数 集 


下 面 ,我 们 对 上 述 讨论 过 的 函数 集 再 加 以 适当 的 限制 ,从 而 去 “ 
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讨论 函数 集中 一 些 更 为 特殊 的 集合 . 

定义 ”对 任意 给 定 的 函数 集 F, 当 且 仅 当 , 对 任意 的 y 都 有 使 

(x,y) EE 下 的 xz 也 是 唯一 的 , 即 对 函数 集 下 总 有 
VrVyVz((r,y) EE FA (z,y) GE 下 一 工 一 z) 

成 立 , 则 称 函 数 下 是 单 叶 表 数 集 . 单 叶 函 数 集 在 后 面 的 讨论 中 简称 

单 叶 函数 . 

单 叶 孙 数 所 反映 的 对 应 关系 , 不 但 要 求 对 任意 的 x € 
dom( 下 ) ,y 应 当 是 唯一 确定 的 ,同时 要 求 对 任意 的 y € ran(F),x 
也 应 当 是 唯一 确定 的 . 这 相当 于 说 ,对 任意 的 zE dom(F) 三 和 和 
对 任意 的 y € ran(F) 己 Y, 不 但 要 求 由 关中 的 domGCF) 到 Y 中 的 
ran《F) 的 对 应 应 满足 函数 的 要 求 , 具有 范 数 的 特征 , 同时 由 
ran(F) 到 dom(F) 的 对 应 也 需要 满足 函数 的 要 求 并 且 具 有 函数 的 
特征 . 例如 ,上 述 讨论 过 的 恒 等 函 数 1 ,就 是 一 个 建立 在 集合 关中 
的 单 叶 函数 ,而 特征 函数 Cs ,一 般 来 说 就 不 能 是 从 集合 X 到 集合 
{0,1} 的 单 叶 函 数 . 

映射 F:X~Y 在 我 们 前 面 的 讨论 中 , 通常 只 需要 满足 
dom(F) 一 X，ran(F) CY 就 可 以 了 ,而 不 需要 ran(F) 一 了 ,我 们 
称 之 为 ran(F) 不 需要 充满 Y. 单 叶 函数 的 定义 虽然 也 包括 了 下 : 
XY 的 一 般 情况 ,但 在 定义 中 我 们 并 没有 特别 地 说 明 下 是 由 X 
集 到 哪个 特定 集合 的 函数 ,而 这 一 点 对 单 叶 函数 来 说 显然 是 重要 
的 . 因此 ,我 们 在 下 面 的 讨论 中 首先 来 说 明 这 一 问题 . 

定义 对 于 函数 (或 映射 )F:X 一 Y, 当 且 仅 当 

ran(F)=Y 
时 , 称 下 是 从 X 到 Y 上 的 函数 (映射 ) ,或 者 说 映射 F:X 一 Y 此 时 是 
满 占 的 . 
例如 ,对 任意 给 定 的 集合 XX, 在 XX 中 建立 映射 I, : X 一 X ,定义 
I,(7X)= x， 
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显然 ,函数 志 是 从 X 到 了 上 的 满 占 的 函数 . 

再 如 在 实数 集 R 中 建立 的 函数 -， 

F(z) = 1’, ~ 

因为 有 ran(F) = 有 R, 故 F(z) 也 是 由 实数 集 R 到 RR 上 的 满 占 函 数 . 

满 占 函数 所 表达 的 ,是 在 映射 下 :X 一 Y 中 ,Y 恰好 是 由 函数 下 
的 值 域 构成 的 . 但 应 当 注 意 的 是 ,首先 , 满 占 函 数 的 定义 只 有 在 事 
先 说 明了 下 是 从 哪个 集合 到 哪个 集合 的 映射 后 才 是 有 意义 的 , 因 
为 只 有 在 此 时 ,我 们 才能 把 值 域 ran(F) 同 映射 所 到 的 集合 加 以 比 
较 . 如 果 同 单 叶 函 数 一 样 ,不 事先 说 明 下 是 从 哪个 集合 到 哪个 集合 
的 映射 ,那么 ,下 永远 是 从 dom(CF) 到 ran(F) 上 的 满 占 映 射 ,从 而 
使 满 占 的 定义 成 为 多 余 . 其 次 ,函数 下 是 满 占 的 ,并 不 排除 对 任 一 
yEY, 与 y 对 应 的 x E dom(F) 可 以 是 不 唯一 的 ,如 上 面 提 到 的 特 
征 函 数 Ca ,这 是 因为 满 占 和 单 叶 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 

定义 ”当下 ;XY 是 单 叶 映射 时 , 称 下 是 单 射 ; 

当下 :XY 是 满 占 映射 时 , 称 下 是 满 射 ; 

当 且 仅 当下 :XY 是 单 射 并 且 满 射 时 , 称 下 是 双 射 ,或 者 是 从 
X 到 YY 上 的 一 个 一 一 对 应 . 

例如 , 令 R 为 实数 集合 ,建立 对 应 关系 如 下 : 

1. 1:R 一 及 ， 定 义 : 对 任 一 z ER,，TCz) 一 7 

2. 三 ;R 一 及 ， 定义 : 对 任 一 zER，FGCz) = zx; 

3.G:R 一 R, 定义 ; 对 任 一 x € R, G(x) 一 zi. 
那么 ,容易 验证 ,其 中 的 1 和 2 都 是 从 R 到 R 上 的 双 射 ,但 3 却 不 
是 ,因为 3 首先 就 不 是 从 R 到 R 上 的 满 射 . 


三 .集合 的 限制 


定义 ”对 任意 给 定 的 函数 下 和 给 定 的 集合 A CC dom(F), 记 
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下 |14=({(ry)EFEzEA 
为 一 集合 ,并 称 为 集合 A 对 下 的 限制 . 
A 对 下 的 限制 我 们 有 时 也 称 为 被 集合 A 限制 ,限制 集 元 素 
的 第 一 坐标 都 要 求 必须 是 属于 和 集 A 的 元 素 , 因 此 ,有 
FIACFHR, 
并 且 , 当 且 仅 当 A = dom(F) 时 ,有 
:FIA=F. 
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第 七 节 象 和 原 象 


象 和 原 象 都 是 形式 理论 如 数学 .集合 论 等 常常 要 涉及 的 对 象 ， 
也 是 在 人 们 的 实践 中 常常 会 涉及 的 概念 . 在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 约 
定 ,所 讨论 的 问题 仅仅 限制 在 事先 说 明 的 函数 是 哪个 集合 到 哪个 
集合 的 情况 中 . 换言之 ,我 们 仅仅 是 在 定义 域 、. 值 域 和 对 应 关系 都 
确定 的 情况 下 来 讨论 象 和 原 象 的 . 


一 . 象 的 定义 


定义 ”对 给 定 的 任意 函数 下 ; 义 一 了 ,和 给 定 的 任意 集合 A 忆 
X, 记 
F(A)={y€EY| J3r€ A(y= F(zr))) 
为 一 集合 ,并 且 称 它 为 在 映射 下 下 ,集合 A 的 象 . 
显然 ,映射 下 集合 A 的 象 ,是 恰好 由 所 有 属于 集合 A 的 元 素 
x 的 函数 值 所 构成 的 一 个 集合 ,因此 ,这 个 集合 可 以 简单 地 记 为 
F(A) = {F(x) | zx € A). 
在 上 述 定义 中 应 当 注 意 区 分 F(A) 和 F(x) 的 关系 . F(x) 是 
由 元 素 z 在 值 域 中 确定 的 一 个 特定 对 应 者 ,而 F(A) 是 满足 条 件 > 
€ A 的 所 有 对 应 者 构成 的 集合 . 所 以 有 
rE A=F(zr) € F(A). 
根据 F(x) 和 F(A) 的 上 述 关 系 , 在 定义 所 设 定 的 条 件 下 ,有 
F(X) = ran(F), 
F(A) = ran(F | A), 
F(A) CC ran(F). 
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二 . 原 象 的 定义 


定义 ”对 给 定 的 任意 联 数 下 :XY 了 ,和 给 定 的 任意 集合 B 己 

Y, 记 
F'(B)= {rE€ X| 43yE€ Bly= F(x))) 
为 一 集合 ,并 且 称 它 为 在 映射 下 下 ,集合 B 的 原 象 . 

在 象 的 定义 中 ,由 于 集合 AS dom(F) ,所 以 对 任意 的 zxE A， 
都 一 定 有 z E dom(). 但 在 原 象 的 定义 中 ,由 于 对 一 般 的 函数 下 
来 说 ,有 ran(F) 己 Y, 故 当 B CY 时 ,不 能 肯定 一 定 会 有 BC 忆 
ran《F). 由 此 可 见 , 集 合 B 只 能 同 ran(F) 平等 地 作为 Y 的 子 集 来 
加 以 考虑 . 我 们 用 下 面 的 图 形 来 表示 在 这 样 的 考虑 中 ,B 同 
ran(F) 的 所 有 可 能 的 情况 . 


Se 


图 1 
图 反映 的 是 ,ran《(F) 二 B, 因 此 ,由 BCY, 使 得 z€E XX 并 
且 F(x) € B 的 所 有 x 组 成 B 的 原 象 是 F-'(B) = X. 


Cj 【人 汉 


图 2 
图 @@ 反 映 的 是 BC ran(), 因 此 ,由 于 集合 8 被 包容 在 值 域 
ran(F) 中 ,所 以 ,， FC(B) 只 能 是 集合 X 的 一 个 子 集 . 
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二 ) (二 


图 3 
图 @ 反映 的 是 召 与 ran(CF) 相交 ,此 时 ,尽管 下 :(B) 的 图 像 
辣 图 @ 中 没有 区 别 , 但 它 仅仅 是 B 与 ranCF) 相交 部 分 在 X 中 的 


原 象 . 
X 
F\(B)=8 


图 @ 
图 反映 的 是 BN ran(F) = 名 ,因此 在 XX 中 B 在 斑 下 的 原 
象 只 能 是 一 个 空 集 . 


.图 @ 
图 @ 在 XX 中 的 图 像 虽 然 看 起 来 同 图 @ 的 也 没有 区 别 , 但 它 
同样 仅仅 是 集合 B 的 部 分 元 素 的 图 像 . 
在 下 述 的 讨论 中 ,我 们 常常 把 原 象 记 为 
F'(B)= (xz€E XIF(r) € B). 
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三 . 象 与 原 象 的 基本 性 质 


象 与 原 象 的 下 述 性 质 都 是 最 基本 的 . 
1. 给 定 任意 的 映射 下 :XY 了 ,都 有 
Ai CA, CX+F(A) CF(A,). 
证 明 : 由 已 知 ,对 任 一 z EX, 由 子 集 公理 ,有 
ACA CX—(rE Amr€ A,) 
(F(x) € F(A )—F(zx) € F(A,)) 
F(A) CG F(A,). 
2. 给 定 任意 的 映射 下 ;XY 了, 都 有 
B; CB CY=F!(B)CF!'(B,). 
证 明 ; 由 已 知 , 对 任 一 y € 了 ,由 子 集 定义 ,都 有 
BEBCY»(y€E By€ B,). 
现在 由 原 象 定义 ,对 任 一 x € FI(B',), 是 因为 3yE Bil(y = 
F(X)), 由 于 y € Bi 一 yyE B;, 这 就 等 于 说 jy € Bs(y = F(x)) 
一 定 成 立 , 也 就 等 于 是 说 对 任 一 x € 让 '(B1), 必定 有 工 EE 
所 1(B,), 由 子 集 定义 ,肯定 有 
Fi(B) GC FB,). 
并 且 由 上 述 的 图 解 ,对 任意 的 yE€ Y 人 y € Bi, 在 XX 中 找 不 到 对 应 
的 z 也 不 是 不 可 能 的 , 即 此 时 有 天:(B,) = .但 如 果 情 况 是 这 样 
的 话 ,由 于 空 集 是 任意 集合 的 子 集 , 因 此 ,性 质 2 依然 成 立 . 
3. 给 定 任意 的 映射 F:X-* 了 , 设 ACX, 则 ACF!(F(A))， 
并 且 , 如 果 下 是 单 射 , 则 有 A = FF'(F(A)). 
证 明 : 由 A 己 E 和 象 的 定义 ,对 任意 x € XX, 都 有 
rE A—F(zx) € F(A), ee OO 
再 由 原 象 的 定义 ,有 
F(x) € FA)ezEFICRFGA))， 
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所 以 ,由 子 集 公 理 ， 
ASFICORCA)). 
在 上 述 证明 中 ,如 果 下 不 是 单 射 ,那么 ,除了 有 xz € 4, 使 公式 
中 为 真 以 外 ,完全 还 可 能 有 z, 使 
(F(z) € F(A)) A (rE XAzrEA) ee @ 
为 真 . 因此 ,当下 不 是 单 射 时 ,公式 中 的 “一 ”是 不 能 换 为 “>” 
的 .但 当下 为 单 射 时 ,由 单 射 的 定义 ,使 得 公式 真 的 zx 不 可 能 使 
公式 加 真 , 故 公 式 中 的 “一 ” 换 为 “>” 也 必然 成 立 , 即 有 
A=F!'F(A)). 
4. 给 定 任 意 的 映射 下 ;X 一 了, 设 BCY, 则 FC(F1(B)) CS Bi 
并 且 , 如 果 下 是 满 射 , 则 有 
F(F'(B))= B. 
证 明 : 由 B 己 Y 和 和 象 的 定义 ,对 任意 y EY, 都 有 
> 和 FF (B= IzxE FI(B)(y = F(z)), 
再 由 原 象 的 定义 ， 
rE FI(B)— jz€ Blz= F(x)); 


但 下 是 函数 ,由 
y= F(x) A z= F(z), 
必然 有 
y= 
于 是 有 
y€E FCF'(B))—+y EB, 
由 子 集 公理 ， 


F(F1(B)) CB. 
当下 不 是 满 射 时 ,上 述 证 明 的 结论 是 不 可 六 的 . 即 
yyE By€ F(F!(B)) 
可 能 不 是 真 的 . 因为 当 yE B 为 真 时 ,由 前 面 所 图 示 的 集合 B 与 
ran(F) 的 关系 中 的 图 四 一 加 ,jzEFI(B)(7 = F(z)) 不 一 定 
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真 ,y 此 时 不 在 下 的 值 域 中 是 完全 可 能 的 . 
但 当下 是 满 射 时 ,有 
: BCOran(F)=Y, 
那么 ,对 任意 的 y € 了 ,都 有 
yE B—3ir€ X(y= F(z)), 


由 原 象 定义 ， 
rE€F!(B), 
再 由 象 的 定义 ， 
y € F(F:(B)), 
由 子 集 公理 ， 


BEFCF'(B)). 
综合 前 一 证 明 ,必然 有 
F(F"'(B))= 了. 

关于 性 质 4, 我 们 给 出 下 面 的 一 个 
实例 来 帮助 理解 . 令 下 :R 一 人 ,其 中 ,及 
为 实数 集 . 对 任意 的 x € R, 定 义 F(z) 
二 x?, 先 再 令 B 二 [一 1,4] 己 RR 那么 ， 
及!1(B) = [一 2,2], 而 F(F1(B)) 

三 [0,4]. 可 见 , 由 于 我 们 定义 的 下 并 
不 是 一 个 由 R 到 R 的 满 射 ,因此 就 有 
F(F1(B)) CB. 

但 如 果 我 们 把 上 面 的 FF 改 为 F;:R 一 (0) UR- ,其 中 的 及 为 正 
实数 集 ,那么 如 上 定义 的 下 必定 是 由 R 到 (0} U R* 集 上 的 满 射 ,此 
时 ,无 论 召 是 (0) U R' 集 的 怎样 的 一 个 子 集 ,可 以 验证 ,都 一 定 会 
有 FC(F1(B))= 也. 

5. 给 定 任意 的 映射 下 ;X 一 了 , 设 A CX, 并 且 BX, 那 么 ， 

F(A U B) = F(A) U F(B). 

证 明 :对 任意 给 定 的 > 所 了 ,都 有 
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yCFC4AUB)3zzeE(A4UB) Ay=A(z)) 
”Ir((rEAVrEB)AyY= F(x)) 
«Ir((rEAANy=F(r))V (rEBAy= 
F(z))) 
~ Iyy E F(A)) V (y € F(B)) 
>y € (F(A) UF(B)). 
由 外 延 公理 ， 
F(A UB) = F(A) UY F(B). 
6, 给 定 任意 的 映射 下 ;X 一 了 , 设 A 和 CX, 并 且 BCX, 那 么 ， 
F(A ff B) CFOA) NM FCB)). 
并 且 ,如果 下 是 单 射 ,那么 ， 
F(A B)= (F(A) NN FC(B)). 
证 明 : 对 任意 给 定 的 y EY 了 ,都 有 


yE€ F(ANMB) 
Iz EANB AD 
Ixz(rEAANzrEB)AYy= Fr)) pp 


Ir(rEAAy=F(r)A((rEBAYy= F(zr))) 


—(y€ F(A)) A (y € F(B)) 
oy €E CFOA) NM FOBDD, ee 
由 子 集 公 理 ， 


QOO 


F(ANMB)SEC FA) NF(B)). 

在 上 述 证 明 中 ,@ 和 @ 之 间 的 “一 ”号 是 不 可 以 随便 换 以 
“> ”号 的 . 这 是 因为 ,固然 由 @ 的 存在 某 个 集合 z, 使 得 工 既 属于 
集合 A 又 属于 集合 B 并且 有 y = F(z) ,可 以 必然 地 推断 

(y € F(A)) A (y € F(B)) 
为 真 ,但 反之 ,由 y 属 于 集合 A 的 象 和 y 属于 集合 B 的 象 ,去 推断 
yy 一定 是 由 既 属 于 A 集 又 属于 B 集 的 x 所 决定 的 则 是 没有 保证 的 ， 
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是 不 必然 的 . 因为 ,由 @ 到 的 正确 表述 应 该 是 : 
(y €E F(A)) A (y € F(B)) 
jrz(rEAAy= F(z)) A Jz(z€E BAY = F(z)), 
当下 不 是 单 射 时 ,存在 x € A,z € B, 并 且 xz 冯 x, 但 使 得 
F(z) = y= F(z) 
为 真 ,从 象 的 定义 看 ,这 完全 是 必然 的 .但 当下 为 单 射 时 ,由 单 射 的 
定义 ,对 同一 个 y 来 说 ,只 能 有 
I 二 之 ， 
即 ,@ 和 @ 之 间 的 ~” 号 是 必须 换 以 “>” 号 的 , 故 
F(ANMB)= (F(A) 门下 (B)). 
7. 给 定 任意 的 映射 下 ;XY, 设 ACX, 并 且 BCX, 那 么 ， 
(F(A) ~ F(B)) CSC F(A ~ B); 
并 且 , 如 果 下 是 单 射 ,那么 ， 
(F(A) ~ F(B)) = F(A ~ B). 
证 明 ; 对 任意 给 定 的 y € Y, 都 有 
y€ (F(A) ~ F(B)) 
(ly €E F(A)) A (y ¢ F(B)) “0 
Cy E F(A)) A (Fx) ¢ FOB)Y ere 
jrz(rEAAy= F(x AzrE¢B) 
jr((r€EAANrE BA y= F(z)) 
”Ir(rE (A~B)A y= F(z)) 
>y€ F(A ~ B). 
由 子 集 公理 ， 


OOOOO 


(F(A) ~ F(B)) CSC F(A~B). 

在 上 述 证 明 中 ,@ 和 @ 之 间 的 “一 ”号 是 不 可 以 随便 换 以 “=” 
号 的 . 这 是 因为 当下 不 是 单 射 时 ,由 (F(z) gg F(B)) 推 断 z FB 这 是 
必然 的 ;但 由 @ 推断 名 却 是 不 必然 的 ,因为 的 非 单 射 条 件 不 能 排 
除 使 @ 公式 为 真 但 @ 为 假 的 情况 , 即 在 
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(Iz(rEAAy= F(z) Az By € F(B) 
中 ,有 前 件 真 并 且 公式 的 值 也 真 的 情况 存在 . 然而 ,当下 为 单 射 时 ， 
由 @ 推断 @ 也 是 必然 的 , 故 @G@ 之 间 的 “一 ”号 是 必然 能 换 以 
“>” 号 的 ,所 以 
(F(A) ~ F(B)) = F(A ~ B). 
8. 给 定 任意 的 上 映射:X 一 了 , 设 CCY, 并 且 ,D CY, 那 么 ， 
F'(CUD)= Fi(C) U FD). 
证 明 : 对 任意 给 定 的 xz € 和 ,都 有 
EF'(CUD) 
jyly €E (CUD)A y= F(z)) 
+Iy((yECYV yED)Ay = F(z)) 
Iy((yECAy=F(r))YV (yEDA y= F(xr))) 
PIEFI(C VY zxE FD) 
rE€E FIC) U FD)), 
由 外 延 公理 
-FI(CU D) = FC) U FD). 
9. 给 定 任意 的 映射 :XY, 设 CCY, 并 且 ,D 性 Y, 那 么 ， 
F'(CND)= FIC) NN FD). 
证 明 : 对 任意 给 定 的 x € X, 都 有 
ZErFCCnmnD) 
> IJy(yE€E (CN D) A y= F(x)) 
jy((yECAyED)Ay= F(z)) 
3y((yECAy= F(zr))A(yEDA Y= F(x))) 
rE FIC) 人 工区 FIOD) ee KC 
rE€E (FC) NN FD)), 
由 外 延 公 理 ， 
FI(CNMND)= FC) NN FD). 
在 上 述 证 明 中 , 带 有 “※” 一 行 和 其 前 一 行 的 关系 是 , 由 前 一 
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行 推出 后 一 行 是 必然 的 ,但 由 后 一 行 推断 前 行 的 正确 推理 应 当 是 
ZEFICOC AZzEF COD) 
«> JyC(yECAy= Fr)) A 3z(z EDA z= F(x))); 
但 既然 下 是 函数 ,对 同一 个 给 定 的 <, 当然 有 
y= F(z) = 2, 
即 有 
y= zx, 
故 上 述 两 行 能 够 相互 推出 . 
.10. 给 定 任意 的 映射 :XY, 设 CCY, 并 且 ,D 忆 Y, 那 么 ， 
FI(C~D)= Fi(C) ~ FF!(D). 
证 明 :对 任意 给 定 的 z € XX, 都 有 
rEF'(C~D) 
=Iyl(y€E (C~D) A y= F(zr)) 
ry((yECAy ED)A y= F(x)) 
ey((yE CAy= Fz) A(yE¢ DA y= F(x))) 
rEF(C)A (rE FD) 
or€ (FI(C) ~ FD)), 
由 外 延 公理 ， 
FC~D) = FI(C) ~ FD). 
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第 八 节 ” 反 函 数 集 和 复合 函数 集 


函数 集 是 一 种 特殊 类 型 的 关系 集 , 要 求 在 它 的 所 有 元 素 中 ,能 
与 同一 个 第 一 坐标 对 应 的 第 二 坐标 应 当 是 确定 的 .不 可 选择 的 . 现 
在 , 按 前 面 的 讨论 ,关系 的 道 关 系 总 被 认为 是 存在 的 ,那么 ,既然 函 
数 这 种 关系 带 有 特殊 的 要 求 , 是 一 种 特殊 的 关系 ,固然 它 的 逆 关 系 
肯定 是 存在 的 ,但 这 种 逆 关 系 还 一 定 是 函数 关系 吗 ? 从 人 们 的 认识 
经 验 上 看 ,显然 是 并 不 必然 的 . 例如 ,给 定 集合 = {(z,z’) | x € 
R,R 是 实数 集 } ,F 为 函数 关系 是 显然 的 . 但 其 逆 关 系 F! = {(z?， 
z) | zE 有 R,R 是 实数 集 }, 众 所 周知 却 不 是 我 们 甚至 数学 中 所 定义 
的 函数 关系 . 但 事实 上 , 函数 关系 也 都 总 是 存在 道 函数 的 ,只 不 过 
在 确定 其 逆 函 数 之 前 ,我 们 在 多 数 情况 下 需要 首先 对 已 知 的 函数 
关系 本 身 做 一 些 特殊 的 处 理 罢了 . 


一 . 反 函 数 集 


定理 。 对 于 函数 集 下 , 当 且 仅 当 下 是 单 叶 的 ,F 是 函数 集 . 
证 明 ;下 是 单 叶 的 ,是 说 
(zy) E FA (z,y) E 下 一 工 一 之 
一 定 为 真 . 这 等 于 说 ， 
(yyT) E 开 IAA(Cyz) ET 一 工 一 z 

也 一 定 为 真 . 由 函数 集 的 定义 . 这 就 等 于 说 上 是 函数 集 . 

定义 “对 于 函数 集 下 , 当 且 仅 当 已 : 也 是 函数 集 , 称 F! 是 下 
的 反 函 数 集 , 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 把 反 函 数 集 简 称 为 反 函 数 . 

由 前 面 证 明 的 定理 , 反 函 数 的 定义 相当 于 说 , 当 且 仅 当 函数 下 
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是 单 叶 的 ,就 称 F 是 下 的 反 函 数 . 例如 ,集合 
FF={(z,x’)|xER',R!' 是 正 实数 集 } 
反映 的 是 由 R+ 到 Rt 上 的 一 个 函数 关系 ,并 且 是 单 叶 的 ,因此 ， 
“让! 二 《((z?,X) | zERt,R+ 是 实数 集 } 
就 是 下 由 R+ 到 R+ 上 的 一 个 反 函 数 ， 
反 函 数 总 是 相对 的 . 这 是 因为 作为 关系 的 逆 始 终 有 性 质 
(F1) 1!=FE. 
这 表明 ,当天 :是 下 的 反 函 数 时 ,下 同样 是 F 的 反 函 数 . 由 此 我 们 
可 以 推断 , 单 叶 函数 的 反 函 数 还 是 单 叶 函数 . 
对 于 单 叶 函 数 ,在 反 函 数 上 存在 下 面 的 性 质 ， 
设 函 数 下 是 单 叶 的 ,那么 ,对 任意 的 zx,y 都 有 
TE dom(F) 一 FICFCz)) = x; 
yE ran(F)—>F(F (yy)) = y. 
这 是 因为 ,FF 是 单 叶 函数 , 故 对 任意 的 y € ran(F) ,都 唯一 存 
在 x € dom(F), 使 得 (x,y) € F, 并 且 (y,z) € FF!, 用 映射 的 另 
一 种 表达 方式 ,分 别 有 


y = 下) 
和 
T= FY esse 
现在 把 @ 代入 四 ,有 
FICFGCz)) 一 工 
把 @ 代 入 中 ,有 
FCOF ICy)) = y. 
它们 正 是 我 们 在 上 面 所 指出 的 结果 . 


定理 。 如 果 下 :XX 一 Y 是 双 射 ,那么 , 广 ' :Y 一 X 是 双 射 . 
证 明 ; 假 设 下 ,XY 是 双 射 而 F"':Y 一 XX 不 是 双 射 ,那么 ， 
1. 或 者 F: :Y 一 X 不 是 单 射 .这 意味 着 存在 y,z € 了 ,对 同一 
个 TE XX, 有 
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3 天 zA 人 (ZJ ER ACz) EF, 
因此 ,有 
yy 天 zA 人 (zy)EFA(Czz) E 工 ， 
但 这 表明 下 不 是 函数 ,与 已 知 下 是 双 射 显然 是 矛盾 的 , 故 下 上: 
Y 一 X 只 能 是 单 射 . 

2. 或 者 斑 ! :Y 一 XX 不 是 满 射 . 这 意味 着 存在 x € X, 使 得 x 
ran(FF'). 但 下 :XX 一 Y 是 双 射 ,有 dom(F) = ran(CFE) 二 站 ,这 使 
得 存在 x € XX, 同 x ran(F"') 构成 一 个 予 盾 ,因此 , FF :YX 
不 能 不 是 满 射 . 

综 上 所 述 ,定理 成 立 . 

对 于 函数 下, 我们 把 满足 上 面 定 理 要 求 的 广 " 称 为 是 下 的 首 
映射 . 道 映 射 可 以 理解 为 一 一 对 应 关系 在 处 理 函 数 集 时 的 一 个 特 
殊 的 术语 . 


. 例 设 F;[ 一 方 , 访 ] 一 [一 1,1], 定 义 :F(z) = sinz. 则 1; 


[一 1,1Jj 一 [一 多 ,多 ,现在 ,定义 :F(z) 二 arcsinz ,显然 ,在 上 述 
定义 下 ,下 和 下 互 为 道 映 射 . 


二 .复合 函数 集 


定理 。” 设 下 ,G 都 是 函数 ,那么 ， 
1.G ,下 也 是 函数 ; 
2. dom(G .下 ) = 下 (dom(G)); 
3. 对 任意 的 x E dom(G。F) ,都 有 : 
(G*» P(r) 一 CCOFCZ)). 
由 于 下 ,G 都 是 函数 ,我 们 可 以 先 以 图 像 来 观察 定理 所 需要 的 
证 明 . 
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右边 的 图 像 表 明 ,F (dom(G)) 是 阔 数 下 的 值 域 和 函数 G 的 
定义 域 的 一 个 交集 在 下 定义 域 中 
的 一 个 原 象 . 复合 函数 集 (G 。F) 
正 是 以 这 个 原 象 为 定义 域 , 而 以 
函数 G 的 值 域 中 的 一 个 子 集 为 值 
域 来 定义 的 函数 . 并 且 还 可 以 观 
察 到 ,复合 函数 (G， 下 ) 对 任意 的 
ZE dom(G + F)= FI(dom(G)) 
的 作用 ,就 等 于 G 对 任意 的 F(x) 
€ dom(G) 门 ran(F) 的 作用 . 

证 明 :首先 证 明 (G。F) 是 函数 集 . 我 们 只 需要 证 明 对 于 任意 
的 (z,y) E(G .天 ) ,都 有 

(X19) E(G F)A rz) ECG F) 一 yy 一 zx 
为 真 就 可 以 了 .事实 上 ,由 G, 下 首先 是 复合 关系 和 关系 复合 的 定 
义 , 有 

(zy) E (GPF)A x,z)E (G* HF) 

er Aursu) E FA (uy) EG Av rv EFA (vz)EO) 

IuIv rt EFA uyY EGA zr EFA (vx) EO. 
但 已 知 F,G 都 是 函数 , 故 有 

(Xu) EFA (rv) €E Fou = vy; 

(Gy EGA (vz) EG)A = vy = Zz. 
可 见 , 只 要 下 ,G 是 函数 ,就 一 定 有 

(x,y) E (G» FF) A (rz) EE (GF) y= 
为 真 , 即 (G， 下 ) 是 函数 . 

其 次 证 明 ;dom(G。F) = F 1!1(dom《G)). 我们 只 需 证 明 , 对 任 
意 的 z, 都 有 

TE dom(G ,Fe Iz((r,z) € (G» FPF)) 
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«> Iz(z = (G. F)(r)) 
«SIz(Iy((ry) EF A (yz) € G)) 
jyly = F(z) A y € dom(G)) 
jyE€E dom(G)(y = F(z)) 
ox €E Fl(dom(G)). 
由 zx 的 任意 性 和 外 延 公理 ， 
dom(G » F) = F!(dom(G)). 
最 后 ,我们 证 明 , 对 任意 的 x € dom(G。，F), 都 有 CG. F)(z) 
二 G(F(x)). 而 对 3, 我 们 只 需要 引用 证 明 2 的 一 些 结果 就 可 以 了 . 
在 2 的 证 明 过 程 中 ,对 任意 的 zx, 我 们 有 


z= (G F)C), oorerrersnenre.. 
y = FT) ee DD 
也 能 得 到 
z= GO ee 
现在 ,把 名 代入 中 ,有 
Gy) = (G FE), eons OO 
把 四 代入 @ 田 ,有 
GOF(z)) = (Ge FOO), pp 


显然 ,等 式 @ 就 是 我 们 所 需要 的 结论 . 

集合 (G .FF) 称 为 函数 集 下 和 G 的 复合 函数 集 . 在 数学 理论 中 
把 (G。F) 称 为 函数 政和 G 的 复合 函数 . 但 应 当 注 意 的 是 ,上 述 讨 
论 是 在 集合 的 形式 语言 下 非常 一 般 的 讨论 ,因此 其 结果 同 数学 中 
的 提 法 还 是 有 差别 的 . 例如 , 在 集合 论 的 讨论 中 , 当 ran(F) 站 
dom(G) 二 多 时 ,有 (GF) = 多 ,而 这 在 集合 论 中 是 被 认为 有 意 
义 的 ;但 在 数学 的 实 变 函数 的 讨论 中 却 被 认为 是 没有 意义 的 . 

在 对 复合 函数 集 上 述 内 容 的 理解 中 ,我们 应 当 注 意 以 下 几 点 : 

首先 ,既然 复合 函数 集 最 终 是 在 关系 集 的 复合 基础 上 定义 的 ， 

* 105。 


因此 ,复合 函数 集 对 关系 集 的 一 些 基本 的 性 质 也 是 满足 的 . 例如 ， 
对 于 复合 函数 集 来 说 ,交换 律 一 般 是 不 能 成 立 的 ,但 结合 律 成 立 ， 
即 有 


G. FF. 5 
(G» F).H=G.(F.H). 

其 次 ,如 果 下， 中间 叶 吕 娄 ， 人 (G。 下 ) 的 反 消 数 存在 : 
(G 。 开 )- = Fl 。GT1 eos. 。。 中 


并 且 (G。F) 及 其 (G。F)- 都 是 单 叶 函数 . 
事实 上 ,FF,G 仅 就 作为 一 般 的 关系 ,在 关系 的 复合 以 及 复合 关 
系 的 逆 的 讨论 中 ,我 们 已 证 明了 等 式 @ 是 成 立 的 . 下 面 只 需 说 明 
(G。F) 及 其 逆 都 是 单 叶 的 即 可 . 
由 于 下 ,G 都 是 单 叶 的 ,由 已 证 , 广 ',G … 都 是 单 叶 函数 . 再 由 
讨论 复合 函数 集 所 证 明 的 定理 ，(G，F) ,(F'。G ') 必然 都 是 函 
数 . 
如 果 函 数 (G，F) 不 是 单 叶 的 ,那么 一 定 有 工 关 ”使 得 
(TZ) EE (GF) A (uz)E (CC 了 上 ) 
一 3 了 yz yy E FA (yz) EO A dv uv EFA (vz)E GQ) 
jyjv (ry E FA(yz2)EGA uv EFA (vz) EO) 
jyjdv zy) E FA (uv) EFA yz) EGA (vz)E€ 
CG))， 
由 于 G 是 单 叶 函数 , 故 必定 有 > = v; 于 是 ,从 上 式 中 一 定 可 推出 
(rz,y) EFA (uy EF. 
但 已 知 下 也 是 单 叶 的 ,因此 不 可 能 有 z 上 天 2 即 必 然 有 > 一 这 表明 
函数 (G。F) 必定 是 单 叶 的 . 由 前 面 已 证 , 则 (C， 已 ”还 是 单 叶 的 . 
最 后 ,是 在 复合 函数 中 的 一 种 特殊 的 情况 , 即 如 果 
下 :其 一 也 
是 双 射 ,那么 
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FF 一 工 ; 
并 且 、 
F.F!'=1,; 
其 中 ,I ,了 分 别 是 X 到 X 上 的 和 站 到 YY 上 的 恒 等 函 数 ， 


三 .函数 的 单 叶 化 


本 节 一 开始 ,我 们 就 说 过 ,函数 是 否 存 在 逆 函 数 ,从 经 验 上 看 
是 不 必然 的 . 但 事实 上 ，, 函数 关系 在 某 种 条 件 下 也 确实 存在 逆 函 
数 . 某 种 条 件 是 指 , 在 找 出 其 逆 函 数 之 前 ,在 多 数 情况 下 要 求 我 们 
对 函数 本 身 做 一 些 特殊 的 处 理 , 在 数学 中 ,这 些 处 理 通常 是 通过 限 
制 变量 的 定义 域 或 者 值 域 来 实现 的 . 而 集合 论 中 的 方法 不 相同 ， 
下 面 , 我 们 就 来 做 这 一 工作 . 

一 个 任意 给 定 的 函数 不 一 定 是 单 叶 函数 . 为 了 既 保留 郴 数 的 
所 有 的 值 , 又 使 得 函数 具有 单 叶 的 属性 ,我 们 先 来 描述 一 个 关系 
及 :对 任意 给 定 的 函数 下 :X 一 Y ,都 存在 集合 RR, 使 得 对 任意 的 xi， 
zz EX, 都 有 

(Zilyzz) € ReEeF(r) = F(x,). 

不 难 验 证 ,上 述 刻 画 的 集合 R 实 际 上 是 一 等 价 关 系 , 使 得 每 一 
Lzjs 中 的 元 素 , 都 有 相同 的 函数 值 , 而 属于 不 同等 价 类 中 的 元 素 ， 
必定 具有 不 同 的 函数 值 . 


定义 “给 定 映射 他 ;,X/R-Y, 定 义 玉 为 信 ([z]s) = F(x), 屠 


么 , 公 就 是 从 X/R 到 Y 的 一 个 单 射 ,并 称 下 为 函数 下 的 单 叶 化 . 
上 述 关于 函数 单 叶 化 的 定义 ,表明 了 我 们 在 本 节 一 开始 所 断 
言 的 :函数 关系 也 都 总 存在 逆 函 数 ,看 我 们 如 何 去 处 理 它 而 已 , 定 
义 只 不 过 是 提供 了 一 种 集合 的 处 理 方式 . 
对 任意 函数 F;X-Y, 我 们 总 可 以 在 集合 X 中 建立 某 个 等 价 
。 107 。， 


关系 RR, 故 也 总 可 以 建立 起 自然 映射 pg:X 一 X/R, 由 g(x) = [zj]， 
那么 容易 证 明天 一 全.p 任何 一 个 函数 下 都 可 以 被 分 解 为 一 自然 


映射 g 与 F 的 单 叶 化 函数 上 的 复合 函数 ,从 而 既 可 以 利用 逆 函 数 
的 各 种 性 质 ,又 可 以 保留 原 函数 的 全 部 函数 值 . 
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第 九 节 族 


在 本 节 之 前 ,我 们 进行 了 对 一 般 的 集合 .进而 是 一 般 的 关系 
集 、 函 数 集 等 的 讨论 . 下 面 ,我 们 引 和 人 一 新 的 概念 ,从 而 对 上 述 讨论 
的 内 容 能 够 进行 更 为 抽象 的 概括 ,并 因此 能 将 理论 更 为 顺利 地 引 
向 深入 . 


一 .关于 族 的 概念 


定义 ” 设 给 定 集合 1, 以 及 定义 在 I 上 的 函数 A ,对 任意 给 定 
的 i€ 了 了, 记 
A; = A(D,， 
并 用 
(Ai)ier 
来 记 这 个 函数 ,并 且 称 这 个 函数 为 一 个 族 . 
如 果 A 是 从 工 到 M 内 的 函数 , 即 苦 有 4 :一 M, 则 可 记 
(AD)ier(A € WM). 
在 上 述 定义 中 ,我 们 称 集合 1 为 标 集 ;而 对 任意 的 i E 7 称 为 
标号 ;4, 则 称 为 这 个 族 的 项 . 
由 上 述 定义 可 知 ,因为 A 是 函数 集 ,所 以 ,一 个 族 其 实 就 是 在 
集合 的 表达 方式 下 所 描述 的 一 个 函数 集合 ,并 且 显 然 有 
dom(A) 一 了， 
ran(A) E 了 或 者 M. 
而 A; 即 函数 A 在 i 时 的 函数 值 . 例如 ,我 们 以 ww 表示 由 自然 数 构成 
的 集合 ,以 w 表示 由 自然 数 中 的 所 有 偶数 构成 的 集合 . 现在 记 
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下:ow 一 ae 
为 一 映射 ,定义 F(n) 一 2n. 可 以 验证 ,下 是 一 函数 ,并 且 , 以 族 的 形 
式 , 该 函数 可 以 记 为 
CF) es (PF, € wo). 
可 以 说 ,从 集合 的 角度 ,任何 一 个 函数 ,在 记 法 上 都 可 以 统一 
于 集合 的 这 种 方式 . 例如 ， 
(sinz)-ceg(sinz € R) 
所 表达 的 ,就 是 建立 在 实数 集合 上 的 正弦 函数 . 
由 于 族 说 到 底 是 函数 ,是 集合 ,因此 ,就 不 能 阻止 在 集合 的 意 
义 下 , 族 含义 的 继续 延伸 . 
定义 ”对 任意 给 定 的 族 (4Ai)ier 或 者 (Ai)iei(A; € M) ,如 果 
每 个 A; 都 是 集合 , 则 称 (Ai)iei 或 者 (Ai)ier(A; € M) 为 一 集 族 . 
在 上 述 定 义 中 ,以 ran(A,)iel 或 者 ran(A,),cr(A € M) 表示 
集 族 的 值 域 , 即 它 恰好 包含 所 有 的 项 4,. 显然 , 按 前 述 约定 ,这 样 
的 值 域 是 一 个 集 组 . 例如 ,对 上 述 给 定 的 族 
(F,)es (FPF, € wec)， 
有 
ran(F,)se, (PF, € wo) 一 we 
而 对 任意 的 FE w,F, 都 是 集合 (这 一 点 留待 下 一 章 说 明 ), 因 
此 ,ran(F,)ses(F,€ w.) 是 一 集 组 . 
集 族 与 集 组 的 关系 非常 密切 . 对 于 一 个 任意 给 定 的 集 组 M， 
都 至 少 存在 某 个 标 集 T 和 定义 在 1 上 的 某 个 函数 A ,从 而 形成 一 个 
集 族 (A,);e1, 使 得 
(Ai)iet = M. 
或 者 也 可 以 说 ,都 至 少 存在 某 个 标 集 I 和 某 个 定义 在 1 上 的 函数 
A ,使 得 映射 4:[ 一 M 为 一 满 射 . 例如 ,我 们 不 妨 就 取 上 述 映射 中 
的 M = 了 为 标 集 , 取 映射 A 是 建立 在 M 上 的 恒 等 函 数 , 即 对 任意 
的 i€ M, 都 有 Ai; = i, 此 构造 的 (A;);ewm 首先 是 一 个 集 族 ,并 且 它 
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恰好 等 于 M. 

上 述 关于 集 族 和 集 组 关系 的 讨论 ,其 意义 在 于 ,它们 虽然 是 两 
个 不 同 的 概念 ,但 两 者 却 是 可 以 互相 代替 的 :使 得 集 族 的 所 有 项 ， 
恰好 是 集 组 的 所 有 元 素 ; 反 之 ,使 集 组 的 所 有 元 素 ,也 恰好 能 够 转 
换 为 集 族 的 所 有 项 ,这 对 集合 论 的 某 些 理论 的 讨论 .证明 通 常 可 以 
带 来 便利 . 


二 、 集 族 的 项 的 并 集 
定义 对 任意 给 定 的 集 族 (A,)ie; , 记 AM 一 ran( Ai)ie! ;并 记 
VA = (AM1) 


为 一 集合 , 称 为 集 族 (4,)ier 诸 项 的 并 集 . 

由 并 集 的 定义 , 集 族 (A;);ei 诸 项 的 并 集 也 可 记 为 

Ua = {z+ Ji€ I(rx € A;))}. 

后 一 表达 式 更 能 清楚 地 表明 定义 中 集合 之 间 的 相等 关系 . 由 于 M 
二 ran(A,)iei, 所 以 ,一 方面 对 任意 的 +E€ 1, 都 有 A; € M, 另 一 方 
面 ,对 于 任意 的 XE M, 都 至 少 存在 一 个 i€ 了 使 得 4 一生, 可见， 
关系 式 

EUMeEe(IXE MrE XoIiE I(r € A,))) 
在 定义 的 前 提 条 件 下 恒 为 真 . 


三 、 集 族 的 项 的 交集 


定义 ” 对 任意 给 定 的 集 族 (A,)ies, 其 中 ,IT 关 名 , 记 M = 
ran(Ai)ie1; 并 记 
84 -no 
为 一 集合 , 称 为 集 族 (A,)iei 诸 项 的 交集 . 
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由 交集 的 定义 , 集 族 (4A,)ier 诸 项 的 交集 也 可 记 为 
MA; = {rl Vi€lI(z€ A)). 
后 一 表达 式 更 能 清楚 地 表明 定义 中 集合 之 间 的 相等 关系 . 由 于 了 
关 多 , 故 
M 一 ran(Ai)icr 尖 他. 
这 是 因为 ， 
T 尖 好 dom(A) 和 他 ; 
如 果 此 时 有 
M = ran(Ai)ier = 2， 
那么 由 定义 域 的 定义 ,对 任意 的 i€ 1, 都 一 定 A; € M, 使 得 (i,A;) 
E A 就 不 能 成 立 . 所 以 ,一 方面 对 任意 的 i€ 1, 都 有 A; € M, 而 另 
一 方面 ,对 于 任意 的 XE M, 都 至 少 存在 一 个 i€ 了 使 得 A; 一 XX， 
可 见 关系 式 
ZE 站 CMVYXEGRMrEXeViETzE AD)) 
在 定义 的 前 提 条 件 下 恒 为 真 . 
在 上 述 定 义 中 ,I 关 名 ,从 而 使 ran(Ai)iel = 二 M 关 名 是 非常 必 
要 的 ,否则 ， 0A, 可 能 不 存在 . 


四 . 集 族 的 并 、 交 运算 律 


对 于 一 般 的 集 族 或 者 集 组 来 说 ,由 于 都 是 无 序 集 , 所 以 讨论 其 
并 或 者 交 运 算 的 交换 律 都 是 没有 什么 实际 意义 的 . 我 们 下 面 只 讨 
论 它 们 的 结合 律 及 其 他 规律 . 

集 族 的 标 集 1 在 并 与 交 的 运算 中 有 相同 的 作用 ,我 们 首先 讨 
论 它 的 情况 . 对 于 任意 给 定 的 集 族 (Ai)iei, 先 把 其 中 的 标 集 用 某 
种 方式 予以 分 组 ,这 相当 于 建立 一 个 新 的 集 族 (J,),exr ,不 管 分 组 
以 什么 样 的 方式 进行 ,都 应 该 有 
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ran(J,),er CS f(D), 
所 以 
I 二 =U (J,),er. 

显然 ,在 上 述 设 定 的 条 件 下 ,I 本身 成 为 一 个 求 并 的 结果 ,其 
中 的 KK 被 称 为 新 的 标 集 ,r 为 新 的 标号 ,对 任意 的 rE K, 都 有 J, € 
I. 这样 做 的 结果 使 得 原来 的 族 (4,)ier 的 项 也 被 相应 的 分 成 了 天 
组 .以 下 的 证 明 ,大 部 分 是 建立 在 对 工 的 上 述 处 理 基础 上 的 . 

1. 集 族 诸 项 并 的 结合 律 

臣下 

即 , 集 族 诸 项 的 并 ,等 于 对 集 族 诸 项 分 组 求 并 ,再 以 各 组 为 元 素 求 
各 组 的 并 . 


证 明 : 令 
JJ: 天 一 a(T) 
为 到 f(D 内 的 一 个 映射 ,并 使 
{ 一 以 六 


由 上 述 分 析 , 这 总 是 能 够 做 到 的 . 那么 ,对 任意 的 z, 都 有 
EVA IE 了 TAZzEA) 
> didr(rEKAiEJ,ArEA.) 
>Ir(rEKA jili€E ,ArE A)) 
«+> jr(rEK AxrEU A.,) 


PzrEU UA.. 
rEK je, 


由 外 延 公理 ,有 
U4 = WW, A 
2. 集 族 诸 项 交 的 结合 律 
日 入 一 永昌 


即 , 集 族 诸 项 的 交 , 等 于 对 集 族 诸 项 分 组 求 交 , 再 以 各 组 为 元 素 
* 113 。 


求 各 组 的 交 . 


证 明 : 令 
J :K— f(D) 
为 K 到 和 (7) 内 的 一 个 映射 ,并 使 
I 一 以 六 


由 上 述 分 析 , 这 总 是 能 够 做 到 的 . 由 于 了 关 名 ,因此 ran(Ai);es = 
名 , 故 (Ai)iei 诸 项 的 交 必 定 存在 .那么 ,对 任意 的 zx, 都 有 
工 ENAmVi ETAZzEA) 
VYiVr(rE KAiEJT,ArEA,) 
Vr(rEKAViliEJT,ArE A,)) 
Vr(rEKArz € {) A 


”rie NN 让 A,, 
rER iET, 
由 外 延 公 理 ， 
NA;=N| NA 
€l r€EK i€J 


3. 集 族 并 交 运 算 的 分 配 律 
第 一 分 配 律 : 设 集合 A, 集 族 (B,)icl 都 是 使 交 运 算 有 意义 的 ， 
那么 ， 
A NUB: 一 总 (4 B,). 
即 ,A 与 集 族 诸 项 并 的 交 , 等 于 A 与 集 族 诸 项 交 的 并 . 
证 明 : 对 任意 给 定 的 x, 都 有 
zeAnUB， 
<EAAZ EUB: 
IEAA IiliEIANzreEB,.) 
IiliETArEAANrEB,) 


rdil(iETIArEANA B.) 
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一 EUCAnB)， 
由 外 延 公理 ， 
A NUB. =U A f B.,). 
第 二 分 配 律 : 设 4 为 任意 集合 ,给 定 任意 的 集 族 (Bi)icr, 都 有 
1 头 儿 ,那么 ， 
A UNB. = (A U B.,). 
即 ,A 与 集 族 诸 项 交 的 并 ,等 于 A 与 集 族 诸 项 并 的 交 . 
证 明 ; 因 为 1 关 名 , 故 ran(B;)jei 关 名 ,所 以 ,对 任意 给 定 的 xz， 
都 有 
rE€ (AUNB?) 
or€EAVzrENB, 
erEAVWIGETAZzEB) 
HVi(rEAViETArEB,) 
Vi€EI(r€EAVzrEB,) 
Vi€E I(rE€EAUB.,) 
“rEN ANB). 
由 外 延 公 理 ， 
A UNB. = (AUB.).. 


五 .一 般 的 笛 卡 尔 乘 积 


在 前 面 讨论 两 个 集合 A,B 的 笛 卡 尔 乘 积 时 ,我们 知道 ,在 一 

般 的 情况 下 ,A XB 是 不 等 于 BXA 的 ,这 表明 集合 A,B 的 笛 卡 尔 

乘积 总 是 有 顺序 的 . 就 此 意义 而 言 ,A,B 的 篆 卡 尔 乘 积 用 纯 形 式 

的 语言 严格 地 说 ,应 当 是 序 偶 (4,B) 的 第 一 坐标 对 第 二 坐标 的 笛 

卡尔 乘积 . 然而 在 这 样 的 假定 之 下 , 序 偶 (4,B) 的 第 一 、 二 坐标 都 
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是 一 般 的 集合 ,于 是 我 们 可 以 把 (4,B) 看 成 是 一 个 只 含有 两 项 的 
集 族 . 例如 ,我 们 此 时 可 以 取 {0,1} 作为 标 集 , 对 集 族 (4,),e: 而 言 ， 
其 中 ,了 = {0,1} ,定义 A。 = A,A, = B. 下 面 ,我 们 就 在 这 样 的 思 
路 下 ,把 笛 卡 尔 乘积 扩展 为 更 为 一 般 的 情况 . 
定义 ”对 任意 给 定 的 集 族 (Ai);ei, 记 
XA = {(a)ier | Vi€ I(a; € A,))} 
为 一 集合 ,并 称 为 集 族 (A,)ier 的 项 的 笛 卡 尔 乘 积 , 

在 上 述 定义 中 ，(ai)ier 本 身 事实 上 也 是 一 个 族 ,其 中 的 每 一 
项 a; 都 是 在 i € I 时 ,从 相应 的 A; 中 取 元 素来 构成 的 ,这 样 形成 的 
(ai)ie! 往往 是 很 多 的 . 例如 ,我 们 令 了 二 (0,1,2), 集 族 (Ai);ei 一 
定 是 由 A。,A, 和 A, 三 个 项 构成 的 . 现在 ,我们 用 a; 记 从 A; 中 取 
第 7 个 元 素 ,那么 ， 

(aol yail yazl)， 

(ao yaiz yazl)， 

(aol yalil yazz ) ， 
它们 都 是 ((ai)ier | ViETa € A,)) 的 元 素 , 这 样 的 元 素 随 集 族 
(4j)ier 项 的 增多 往往 是 更 为 快速 地 增加 ,因此 数量 通常 是 众多 
的 . 

现在 ,上 述 定义 的 一 个 重要 的 问题 是 ;由 所 有 这 样 的 族 (a)ie 
所 构成 的 集合 ( 即 笛 卡 尔 乘积 ) 是 否 是 一 个 合法 的 集合 ?或 者 说 上 
述 定义 中 的 X A, 作为 集合 而 存在 是 否 具有 充分 的 保证 ? 

事实 上 ,由 于 每 个 (ai)iei 都 是 定义 在 标 集 了 上 的 函数 ,其 值 a; 
都 是 取 自 A; CU Ai, 所 以 ,对 每 个 (ai),e1, 都 有 

(gi)ier € (VY A’, 
即 ,都 是 由 工 到 (4,)ier 诸 项 并 集 的 映射 中 的 元 素 , 显 然 , 这 个 映射 
或 者 函数 集 就 是 我 们 所 需要 的 包容 集 . 因此 , 由 子 集 公 理 ， XA 
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的 存在 肯定 是 合法 的 ,并 且 由 给 定 条 件 的 唯一 性 ,这 样 的 集合 对 每 
一 个 给 定 的 条 件 来 说 都 是 唯一 的 . 下面, 我们 来 看 几 个 一 般 的 笛 卡 
尔 乘积 的 特例 . 

例 1 若 在 XA 中 , 令 A; = A, 则 记 

A A. 
此 时 ,二 ”右边 的 “X” 依 然 表明 是 笛 卡 尔 乘积 ,而 “i € 1? 此 时 的 
作用 只 在 于 表明 集合 A 所 有 的 个 数 . 故 上 式 也 可 简单 地 记 为 
XATA 

例 2 给 定 集 族 (Ai;);ei, 并 给 定 帮 了 则 J 对 (Ai)ier 的 限制 

(I | 了) 可 记 为 
(Ai)ies. 
利用 限制 ,我 们 可 以 建立 起 一 些 重要 的 函数 ,如 投影 函数 . 考虑 映 
射 
F. XAm X Ai 

定义 Fl(a;)ier) 一 (Qi)iey. 那么 ,我 们 称 F 是 XA， 到 XA 
上 的 一 个 投影 函数 . 例如 , 令 工 = {0,1,2), 本 二 (10,1), 或 者 本 = 
{0,2) ,或 者 了 = (1,2) ,那么 下 就 都 是 由 三 维 空间 到 二 维 空间 的 投 
影 函 数 . 对 任意 的 (aor ,41, ,a2) EXA， 都 有 

当 了 = {0,1) 时 ,F(aoryQiy sd42:) = (4ao0z ;01y); 

当 J = {0,2) 时 ,F(ao yaly a2) 一 (ao av) 

当 了 = (1,2) 时 ,F(ao ya1y 1Q42:) = (a1, ;42:). 


六 .关于 象 和 原 象 的 几 个 性 质 的 推广 
1. 设 下 ;X 一 Y, 并 且 A:[ 一 (XX) ,那么 ,有 
F(U A) = FA). 


即 , 集 族 诸 项 并 的 象 等 于 它们 象 的 并 . 
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证 明 : 因 为 A:[ 一 包 (X), 所 以 AS X. 故 对 任意 z, 有 ZE 
A 一 x EX, 并 且 有 xXE A 一 F(x) 二 yE€ F(A,). 而 对 由 此 确定 的 
任意 y 都 有 
yE CU Ai) 


Ix(rE (UAn) Ay= F(x)) 


2 Irx(IiliETIAzrEA)Ay= F(z)) 
«>jIrIiiETIArEA,Ay= F(x)) 
«>»>jIil(iE TA 3xr(rE A;Ay = F(z))) 
«jiliEINyE F(A)) 
Py € UY F(A). 
由 外 延 公理 ， 
F(U A) =U FA). 
以 上 证 明 的 过 程 ,是 不 断 地 应 用 象 的 定义 、 集 族 的 并 的 定义 的 
过 程 .下 面 儿 个 性 质 的 证 明 与 此 是 大 致 相似 的 , 故 证 明 留 给 读者 作 
为 练习 使 用 . 
2. 设 FX—Y, 并 且 A:1 8(X),I 关 多 那么 ,有 
| F(N A) EN F(A), 
并 当下 为 单 叶 函 数 时 ,有 
F(N A) = NM F(A,) 
成 立 . 
3. 设 下;:X 一 Y 了 ,并且 C;I 一 和 (Y) ,那么 有 
FU CY =Y FC)). 
4. 设 下 ;X-Y, 并 且 C:I 一 8J(7),I 夭 他, 那么 ,有 
FN CY) = (FY CD) 
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思考 与 练习 

1. 证 明 : 若 以 (xz,y,z) = {{(zj (zy (zyz) 作为 序 参 的 
定义 ,那么 , 它 不 能 满足 

(zyyyz) = (Uv Ww PrT=uAy=vAz=w 
的 要 求 , 并 且 不 能 由 此 建立 序 参 之 问 的 相等 关系 . 
2. 证 明 : 若 以 (z,y,z) 一 {(x,y)， xz) 作为 序 参 的 定义 ,那么 
(zyyz) = (uv we r=—=uAy=vAz=w. 

3. 证 明 : 不 存在 包含 一 切 序 偶 的 集合 . 

4. 证 明 :(1)AXB=AXCAA 和 gmB=Ci(20)4AXA 一 . 
BxB-—A=B. | 

5 证 明 :给 定 集合 A 和 集 组 M ,那么 ， 

(DC 二 {A Xa|a€ M) 是 集合 ;(2)A XU (M) =U (CC). 

6. 证 明 :给 定 集合 A,B, 那 么 ,(1)C = {{zx}XB|xEA) 是 
集合 ;(2)A x B= 门 (0)., 

7. 证 明 ; 设 尺 是 一 个 关系 ,那么 ,，U (CU (R)) = dom(R)U 
ran(R). 

8. 设 荆 是 集合 A 的 一 个 分 类 ,并 且 如 下 定义 A 中 的 关系 RR: 
ARyezy € 本 中 的 同一 类 . 证 明 :R 是 集合 A 中 的 一 个 等 价 关 
系 . 

9. 设 民 是 集合 A 中 的 关系 . 证 明 ， 

(1)R 是 自 返 的 14 R(T 是 A 中 的 等 于 关系 ); 

(2)R 是 对 称 的 一 R= R; 

(3)R 是 传递 的 RR.，RER; 

(4)R 是 传递 且 自 返 的 一 RR= R. 

10. 设 3S, 工 是 关系 ,证 明 ， 

(DSUTD T= UTC 一 S "NT. 

11. 设 f,g 都 是 函数 集 ,证 明 : 

(SSgedom( 六 Cdom(g) A Vx € dom(f) (f(x) = 
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g(X)); 

(2)f 们 gg 是 函数 ; 

(3)fUg 是 函数 二 Vr € dom(f) 站 dom(g)(f(x) = 
gg (7)). 

11. 证 明 ;不 存在 包含 一 切 函 数 集 的 集合 . 

12. 证 明 : 如 果 X 头 == 名 或 者 了 Y 关 名, 则 产 关 多. 

13. 证 明 : 若 YX* = XY ,那么 ,大 一 了 

14. 证 明 : 空 集 好 是 函数 ,并 且 是 单 叶 函 数 . 

15. 证 明 : 若 存在 一 个 从 XX 到 Y 了 内 的 非 单 叶 映射 , 则 鲜 关 名 上 且 
Y 尖 他， 

16. 证 明 : 若 存在 一 个 从 XX 到 Y 内 的 非 满 占 映射 , 则 Y 关 儿 . 

17. 构造 一 个 从 {a,b,c,d} 到 (4、( 引 (名 ))) 上 的 双 射 ,并 写 
出 它 的 反 函 数 集 . 

18. 证 明 : 设 /:X 一 Yig:Y 一 X ,那么 ， 

(1) 若 g，f = 二 1x(I1x 为 X 上 的 恒 等 映 射 ), 则 是 单 射 并 且 g 
是 满 射 ; 

(2) 车 g。f = 二 1x, 并 且 fg = 了, 则 了 ,g 都 是 双 射 并 且 g 一 
fF. 

19. 证 明 : 如 果 f:X 一 Y 是 双 射 ,那么 ， 

(Df .f= Ix; 

(2 ff. = 1y. 

20. 设 A, = i, 对 于 每 个 i E 3, 写 慰 集 族 (A;);es 和 向 卡尔 积 
义 4 (提示 :这 里 有 0 = ,1 = (0),2 = {0,1).) 

给 定 集 族 (A,)iert 和 集 族 (Bi)ie 证 明 : 
CA x (UB,) 一 ,Wy (A, X B,) 


(DETXS 
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第 五 章 ”集合 的 数学 模型 
一 一 自然 数 集 


集合 理论 的 意义 ,在 于 它 以 纯 形 式 的 语言 对 现实 的 描写 ,而 
集合 论 要 求 这 样 的 描写 不 但 是 准确 的 ,并 且 是 不 会 导致 矛盾 的 . 假 
如 集合 理论 不 能 做 到 这 一 点 ,那么 无 论 我 们 所 建立 起 来 的 这 种 理 
论 有 多 么 的 严谨 ,多 么 的 精妙 绝伦 , 它 仍然 不 过 是 纸上谈兵 ,文字 
游戏 而 已 . 在 本 章 的 介绍 中 ,我 们 以 自然 数 为 对 象 , 从 集合 的 角度 
去 构造 自然 数 ,把 自然 数 之 间 的 关系 ,完整 地 还 原 为 集合 之 间 的 关 
系 ,有限 地 揭示 集合 论 的 诱 人 的 魅力 . 


1 
十 
也 
串 


一 .自然 数 发 展 史 中 的 两 个 事实 


在 人 类 有 文字 记载 的 历史 中 , 自然 数 的 出 现 几 乎 可 以 上 淹 近 
万 年 ,这 表明 在 很 久 以 前 ,自然 数 就 已 经 成 为 人 们 生活 实践 中 离 不 
开 的 重要 观念 . 人 们 在 很 时 以 前 就 开始 利用 自然 数 进行 计算 ,并且 
在 计算 中 大 量 地 使 用 了 一 些 重要 的 运算 规律 等 .但 不 可 思议 的 是 ， 
这 些 运 用 都 是 建立 在 对 自然 数 及 其 运算 规律 的 直观 理解 的 基础 之 
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上 的 ,并 且 这 样 的 状况 一 直 延 续 到 19 址 纪 中 时. 换言之 , 直到 19 
世纪 中 叶 , 没 有 人 认真 地 过 问 过 我 们 所 使 用 的 自然 数 定义 是 否 是 
合理 的 ,也 没有 人 过 问 过 我 们 所 使 用 的 自然 数 的 种 种 运算 律 是 否 
是 合理 的 . 这 显然 是 既 不 符合 理论 科学 的 精神 更 不 符合 逻辑 的 . 

从 19 世纪 后 半 叶 开始 ,数学 公理 化 的 思想 逐渐 地 为 数学 界 所 
接受 . 1889 年 , 皮 亚 诺 (Peano) 第 一 个 给 出 了 严格 的 皮 亚 诺 公理 体 
系 , 通 过 在 该 体系 中 建立 的 关于 顺序 .运算 等 定义 , 自然 数 的 各 种 
基本 性 质 才 得 以 证 明 . 但 是 ,在 该 体系 中 , 自然 数 仍然 是 作为 一 个 
不 加 定义 的 概念 来 使 用 的 . 从 数学 的 角度 来 说 ,尽管 皮 亚 诺 公理 体 
系 不 失 为 一 个 好 的 数学 体系 ,但 要 想 把 自然 数理 论 进而 是 整个 数 
学 理论 “还 原 ” 或 者 “归结 ”为 集合 理论 ,合理 地 给 出 自然 数 定义 ， 
并 且 把 自然 数 之 间 的 种 种 关系 归结 为 集合 之 间 的 关系 就 是 必须 要 
做 的 事情 了 . 

1921 年 ,纽曼 (Neumann) 第 一 个 在 集合 论 的 基础 上 为 自然 数 
给 出 了 定义 ,这 就 是 我 们 在 下 面 所 要 介绍 和 讨论 的 主要 内 容 . 


二 、 自 然 数 集合 化 的 基本 问题 


我 们 以 下 所 要 讨论 的 自然 数 ,是 指 0,1,2,3 等 整数 . 从 集合 的 
观点 来 看 ,需要 事先 处 理 好 以 下 两 个 基本 问题 . 

首先 ,我 们 必须 回答 什么 是 数 0? 什 么 是 数 1,2,3 等 这 些 我 们 
早已 司空 见 惯 的 具体 的 自然 数 . 事实 上 , 当 我 们 在 集合 论 中 给 出 空 
集 定义 后 ,这 样 的 问题 似乎 是 表 定 地 已 经 能 够 解决 的 了 . 例如 ,人 
类 最 初 对 0 的 认识 是 “ 空 无 所 有 ”( 当 然 ,这 里 的 0 是 自然 数 的 0, 而 
不 是 有 理 数 或 者 实数 的 0) ,即使 到 今天 ,小 学 生 对 0 的 认识 依然 是 
如 此 引进 的 . 既然 如 此 ,在 集合 中 用 不 包含 任何 元 素 的 空 集 儿 来 
定义 0 就 是 最 自然 不 过 的 事情 了 , 即 可 定义 

0= 8. 
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依照 这 样 的 思维 方式 ,用 只 含有 一 个 元 素 的 单元 集 来 定义 1， 
当然 也 是 合理 的 . 那么 ,有 这 样 的 集合 吗 ? 由 空 集 公理 和 偶 集 公理 ， 
{名} ,{{ 名 )),{{{ 多 )})} 等 都 是 可 以 接受 的 合法 集合 ,不 妨 取 其 中 
最 为 简单 的 一 个 , 故 1 可 定义 为 

1 = {2}. 

类 似 地 ,可 以 定义 出 

2= {2,(G)}, 

3= {8,8},(G ,2)}} 
等 .上述 的 定义 过 程 表明 ,我 们 以 空 集 公理 和 偶 集 公理 为 基础 ,从 
经 验 上 看 ,我 们 总 能 以 1,2,3 等 这 些 自然 数 作为 单元 集 . 偶 集 和 三 
元 集 等 的 抽象 , 而 公理 的 意义 就 在 于 能 保证 由 此 抽象 的 集合 都 是 
合法 的 集合 ， 

其 次 ,是 我 们 该 怎样 去 定义 一 切 的 自然 数 ?或 者 说 该 怎样 去 定 
义 任意 的 某 个 自然 数 呢 ?上 述 对 0,1 等 自然 数 的 定义 都 是 无 可 非 
议 ,但 若 以 为 就 能 以 此 方式 类 推 地 定义 一 切 自然 数 , 显 然 就 有 问题 
了 .首先 是 没有 任何 人 能 在 有 生 之 年 或 者 数 代 人 之 后 能 以 此 方式 
定义 完 一 切 自然 数 ;其 次 是 以 此 类 推 的 这 种 定义 方式 ,仅仅 在 理论 
上 是 可 能 的 ,而 在 实践 中 并 不 具有 可 操作 性 . 例如 以 上 定义 3 的 集 
合 就 已 经 变 得 较为 复杂 了 ,假如 要 以 此 方式 定义 100 的 话 ,定义 集 
显然 是 非常 繁琐 的 ,因此 ,这 样 的 结果 对 人 们 的 实践 来 说 也 不 具有 
应 用 性 ;最 后 ,是 以 此 类 推 的 定义 方式 , 随 着 自然 数 的 增 大 ,其 结构 
也 会 越 来 越 复 杂 , 谁 也 不 能 保证 所 有 过 程 的 准确 性 ,因此 ,在 这 样 
的 定义 方式 下 , 谁 也 不 能 保证 我 们 所 使 用 的 每 一 个 自然 数 都 是 经 
过 了 定义 ,并 且 每 一 个 自然 数 的 定义 都 是 正确 的 . 从 逻辑 上 说 ,这 
显然 是 一 种 荒 廖 :我 们 正 使 用 一 个 或 者 内 涵 不 明确 ,或 者 根本 上 就 
是 错误 的 对 象 ,去 说 明 一 个 我 们 需要 清楚 地 加 以 明确 的 对 象 . 

下 面 ,我 们 的 讨论 ,就 是 希望 能 用 明确 的 集合 论 的 形式 语言 ， 
去 定义 自然 数 ,使 得 一 切 自然 数 ,无 论 是 我 们 在 什么 时 候 、. 什 么 地 
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方 所 需要 应 用 的 任何 自然 数 ,都 在 该 形式 诸 言 中 有 自己 清楚 明确 
的 定义 . 
先 回 顾 一 下 关于 0,1 等 的 定义 过 程 ,并 使 用 我 们 已 经 具备 的 
合 论 方法 对 它们 的 结构 作 适 当 的 变化 ,对 以 下 的 讨论 将 是 非常 
有 益 的 . 
在 上 述 定义 中 ,我 们 有 


0= 2:; 
1 = (2); 
2= {2,{2)}; 


3= (2,{G) ,YG, {CG}})}. 
由 偶 集 和 并 集 公 理 , 不 妨 把 它们 分 别 改 写 为 


0 一 好 ; 
1= YU {2)}; 
2 一 (好 ULG 


3 一 条, (人 站 休克 GD) 
现在 ,我们 把 在 前 面 完成 了 的 定义 依次 代 和 人 后面 的 定义 式 中 ， 
有 
0= 2; 
1=0U {0}; 
2=1U {1); 
3=2U 1{2). 
上 述 的 定义 方式 表明 ,我 们 在 集合 中 定义 自然 数 时 离 不 开 以 
下 两 个 条 件 : 
1. 空 集 好 必须 在 这 个 集合 中 ,否则 我 们 的 定义 没有 可 依赖 的 
理论 基础 ; 
2. 如 果 元 素 4a 属 于 我 们 所 定义 的 集合 ,那么 a U {a} 也 应 当 属 
于 这 个 集合 . 
并 且 , 在 对 自然 数 的 定义 过 程 中 仅 有 以 上 两 点 还 是 不 够 的 . 因 
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为 ,虽然 空 集 是 唯一 的 ,但 单元 集 , 偶 集 等 在 形式 上 都 不 具有 唯一 
性 , 例如 (名) ,(( 名 ，{ 绢 ))),((( 儿 }),{( 名 , {名 外 ))) 等 都 是 单元 
集 , 我 们 有 什么 充分 的 理由 用 其 中 的 {多} 去 定义 “1”, 而 排斥 掉 其 
他 的 任何 一 个 呢 ? 这 样 的 排斥 是 否 会 带 来 逻辑 上 的 矛盾 呢 ? 所 以 ， 
仅 任 上述 两 点 还 不 足以 说 明 这 些 问题 ,而 这 些 问 题 是 我 们 在 下 述 
讨论 中 要 重点 讨论 的 主要 内 容 之 一 . 
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一 .后 继 者 定义 


定义 ”对 于 集合 4a, 记 a U {4} 为 一 集合 ,并 称 为 a 的 后 继 者 . 
4 的 后 继 者 我 们 以 后 记 为 a”, 即 


a' = al (a). 
例如 , 设 
0= 2， 
则 
0'=YU {GG}=0U {0=1; 
l= {2G}U {G2)}=1U (1)=2. 
一 般 的 ,有 
a =a {a}, 
而 
a = (aU {a))U {aU {a}}. 
由 后 继 者 的 定义 和 对 定义 的 有 限 的 列举 中 我 们 注意 到 ,有 
和 


的 同时 成 立 , 这 表明 集合 < 既是 w 的 子 集 ,又 是 a 的 元 素 . 这 同 前 

面 介 绍 的 集合 理论 看 起 来 是 有 冲突 的 ,似乎 会 导致 集合 在 层次 上 

的 混乱 . 这 种 担心 其 实 是 不 必要 的 . 在 前 面 讨 论 的 集合 理论 在 层次 
上 的 一 个 重点 是 ,任何 集合 都 不 能 成 为 自己 的 元 素 . 后 继 者 的 定义 
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虽然 使 得 一 个 集合 既是 其 后 继 者 的 子 集 , 又 是 其 后 继 者 的 元 素 ,但 
并 不 因此 存在 导致 某 一 集合 成 为 自己 元 素 的 可 能 性 . 由 上 述 公 式 
各 所 反映 的 后 继 者 的 特征 , 当 且 仪 当 在 公式 中 中 ,有 a 二 a 
时 ,才能 导致 a € a, 但 在 后 面 的 证 明 中 我 们 会 看 到 ,任何 集合 都 不 
可 能 与 其 后 继 者 相等 ,这 就 等 于 说 ,由 后 继 者 的 特征 导致 集合 层次 
方面 的 混乱 是 不 可 能 的 . 而 包含 在 集合 后 继 者 中 的 集合 的 这 一 双 
重 性 ,使 得 对 自然 数 集 的 讨论 ,特别 是 对 一 般 的 序数 集 的 讨论 会 带 
来 许多 方便 . 

定理 ”2 不 是 任何 集合 的 后 继 者 . 

证 明 :定理 相当 于 说 ,任何 集合 的 后 继 者 都 不 会 是 空 集 好. 对 
任 一 给 定 的 集合 a 和 后 继 者 定义 ,显然 有 . 

aE€u’, 

这 足以 表明 ,a 不 可 能 是 空 集 2. 


二 .归纳 集 


定义 “对 任意 给 定 的 集合 A, 当 且 仅 当 满 足 条 件 

l. EA; 

2. Yala € A~a’' € A), 
那么 , 称 集合 A 是 一 个 归纳 集 . 

归纳 集 留 给 我 们 的 第 一 印象 应 该 是 它 的 元 素 的 起 始 性 和 无 穷 
性 . 它 一 定 有 一 个 开头 的 元 素 即 名 ; 它 也 不 可 能 有 某 个 “最 后 ”的 
元 素 以 表示 终结 ,因为 条 件 Va(a € A 一 a € A) 是 一 个 使 其 元 素 
永 无 终结 的 条 件 . 

“无 穷 ” 历 来 是 哲学 、 基 础 数学 发 生 争 论 的 一 个 重要 场合 . 在 
历 鸣 上,“ 无穷 ”被 区 分 为 “ 潜 无 穷 ” 和 “ 实 无 穷 ” 两 种 ,反映 了 了 人们 
对 “无 穷 ” 的 两 种 不 同 的 认识 方法 . 所 谓 “ 潜 无 穷 ”, 是 把 对 无 穷 多 
的 对 象 的 认识 看 成 是 一 种 过 程 ,一 种 永 无 终止 的 过 程 来 加 以 认识 
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的 方式 . 持 此 观点 的 最 早 代表 人 物 是 亚 里 士 多 德 ,他 是 历史 上 明确 
区 分 “ 潜 无 穷 ” 和 “ 实 无 穷 ”的 第 一 人 . 如 果 以 “ 潜 无 穷 ” 的 方法 来 定 
义 自然 数 , 就 会 出 现 本 章 第 一 节 最 初 对 自然 数 的 定义 方式 ,这 是 一 
个 没完 没 了 的 定义 过 程 . 在 这 样 的 过 程 中 ,人 们 只 能 凭借 已 经 发 生 
了 的 事实 来 获得 对 无 穷 的 有 限 的 认识 . 尽管 在 历史 中 相当 长 的 时 
间 里 ,甚至 直到 19 世纪 “ 潜 无 穷 ” 都 在 数学 中 占有 主导 地 位 ,但 由 
于 以 此 方式 对 无 穷 所 产生 的 认 知 是 不 可 靠 的 ,因此 , 它 最 终 还 是 会 
让 位 于 “ 实 无 穷 ” 的 方法 . 而 所 谓 “ 实 无 穷 *， 则 是 把 对 无 穷 多 的 对 
象 的 认识 看 成 是 一 种 已 经 形成 了 的 完整 对 象 来 加 以 认识 .把握 的 
方式 .如 从 集合 角度 对 自然 数 的 定义 , 对 归纳 集 的 认识 等 都 是 如 
此 . 持 “ 实 无 穷 ” 的 最 早 代表 人 物 是 柏拉图 ,但 从 古 希 腊 以 来 ,人 们 
在 大 多 数 时 间 里 都 接受 “ 潜 无 穷 ” 而 拒绝 “ 实 无 穷 ”, 这 是 因为 人 们 
在 实践 中 感受 到 的 大 多 是 有 限 的 事物 ,思维 ,认识 方法 都 受制 于 这 
样 的 直观 感受 性 . 同时 ,由 于 * 实 无 穷 ”的 认 知 观 在 方法 上 不 成 熟 ， 
因此 ,不 能 说 明 在 实践 中 引出 的 许 许多 多 看 似 矛盾 的 结论 ,如 部 分 
和 全 体 的 “同样 多 ”等 . 到 19 世纪 康 托 尔 集合 理论 产生 之 前 ,科学 
界 特别 是 数学 界 普遍 地 接受 “ 洪 无 穷 ” 而 拒绝 “ 实 无 穷 ” 这 完全 是 
可 以 理解 的 . 康 托 尔 集合 理论 的 重要 贡献 之 一 ,就 是 他 证 明了 具有 
无 穷 多 元 素 的 集合 的 存在 , 并 把 它们 作为 一 个 整体 加 以 表述 、 讨 
论 . 研 究 . 此 后 的 科学 特别 是 数学 的 发 展 证 明了 康 托 尔 集合 论 的 宝 
贵 价值 ,证 明了 无 穷 集 存在 的 合理 性 ,使 人 们 从 “ 洪 无 穷 ” 的 认 知 
观 走向 “ 实 无 穷 ”的 认 知 观 , 也 标志 着 人 类 的 认识 方法 .能 力 由 此 
聊 上 了 一 个 新 的 台阶 . 

无 穷 公理 。 至 少 存在 一 个 归纳 集 . 

肯定 归纳 集 的 存在 ,等 于 说 承认 了 一 种 特殊 类 型 的 “无 穷 集 ” 
的 存在 . 之 所 以 只 能 是 “等 于 说 ”, 是 因为 无穷 集 ” 的 定义 还 需要 
做 一 些 其 他 方面 的 工作 后 才能 给 出 . 下 面 , 我 们 首先 利用 无 穷 公理 
来 证 明 自 然 数 集 的 存在 . 
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定理 。 存在 唯一 的 集合 w, 怡 好 包含 所 有 的 属于 每 个 归纳 集 
的 元 素 . 
证 明 :从 无 穷 公理 所 肯定 存在 的 归纳 集中 任 取 一 个 记 为 Al， 
令 A 为 w 的 包容 集 ; 另 设 定 条 件 
Cn)= VA €E AP(G EAAN Ya(la€ Ama'€ A))). 
显然 ,上 述 条 件 中 的 集合 A 是 一 归纳 集 ,那么 ,由 子 集 公理 ,存在 集 
合 w, 使 得 
w= {n€EA|l VAnE AG(G E AN Yala € Ama'€E 
A)))}. 
由 于 4, 实际 上 已 经 是 任意 的 集合 A 中 的 某 一 个 ,因此 ,有 
w={n| YAnE AC(GDEAAN Vala€ Ama' € A))))}. 
显然 ,由 子 集 公理 ,集合 w 不 但 存在 ,并 且 由 所 设 的 条 件 Cln) 的 唯 
一 确定 性 ,这 样 的 集合 w 也 必定 是 唯一 的 . 
定义 ” 设 条 件 C(n) = YA E 4 一 (gEAAVaCeE 
Ama!l'€ A))), 记 
w= {n|n€ we Cn))} 
为 一 集合 ,并 称 之 为 自然 数 集 , 它 的 每 一 元 素 都 称 之 为 自然 数 ， 
以 “ 潜 无 穷 ” 的 方法 或 者 说 以 列举 的 方法 去 确定 全 体 自然 数 
是 不 可 能 的 . 但 在 子 集 公 理 的 基础 上 ,在 给 定 的 包容 集中 ,我 们 可 
以 用 条 件 Cln) 一 下 子 确定 出 这 样 一 个 集合 :任何 满足 C(n) 的 集 
合 都 是 它 的 元 素 , 而 不 满足 的 则 都 被 排斥 在 外 从 而 不 能 成 为 沪 集 
合 的 元 素 . 定义 的 意义 在 于 ,通过 无 穷 公理 ,我 们 实际 上 构造 了 -- 
个 不 能 再 小 的 归纳 集 , 它 排除 了 一 切 多 余 的 元 素 , 成 为 任何 一 个 归 
纳 集 的 子 集 . 下面 的 定理 就 是 对 这 种 意义 的 确认 ， 
定理 w 是 最 小 的 归纳 集 . 
证 明 ;我 们 首先 证 明 w 是 归纳 集 . 
1. 多 € w. 因为 好 属于 每 个 归纳 集 , 由 w 的 存在 性 证 明 , 弛 € ww 
2. VPC E o 一 六 Euw). 这 是 因为 ,对 任意 的 自然 数 ”都 有 
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n € w—n€ 每 一 个 归纳 集 
一 E 每 一 个 归纳 集 
一 人 €w, 
由 归纳 集 定义 ,w 是 归纳 集 . 
假设 还 存在 归纳 集 A ,使 得 ASw，, 那 么 由 4 是 归纳 集 和 ow 的 
存在 性 证 明 ,一定 有 w 忆 4, 再 由 子 集 的 定义 和 外 延 公理 , 必然 有 
A 二 w, 即 在 给 定 条 件 下 ,w 只 能 是 唯一 的 . 
综 上 所 述 ,定理 得 证 . 
整理 以 上 讨论 的 过 程 和 得 到 的 结论 , 即 如 果 我 们 承认 有 归纳 
集 存在 ,那么 w 就 是 所 有 的 归纳 集 的 交集 ,也 就 是 最 小 的 归纳 集 . 
理解 并 记 住 这 些 结论 对 下 述 的 讨论 是 非常 有 益 的 . 以 后 ,我 们 把 符 
号 w 作为 自然 数 集 的 专用 符号 来 使 用 . 


三 .归纳 原理 


定理 。 设 集合 A 导 w, 并 且 

1.0EA; 

2. YnEwnE€E An'€ A). 
那么 ,A = w. 

证 明 : 由 已 知 的 条 件 1,2, 归 纳 集 定义 ,A 是 归纳 集 , 故 wS 4A; 
但 已 知 A Cw, 由 子 集 的 定义 和 外 延 公理 ,必然 有 A = w. 

本 定理 也 称 为 归纳 原理 . 在 数学 研究 中 ,数学 归纳 法 是 一 种 广 
泛 使 用 的 非常 重要 的 方法 ,而 归纳 原理 就 是 数学 归纳 法 的 基础 . 数 
学 归纳 法 我 们 通常 表达 为 : 

设 CCln) 是 关于 nn E w 的 一 个 条 件 ,那么 ,如 果 

1.n = 二 0 时 ,C(n) 成 立 ; 

2. Cln) 成 立 一 C( 关 ) 也 成 立 ， 

则 对 一 切 的 x € w,C(n) 都 成 立 ， 
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对 数学 归纳 法 的 证 明 ,我 们 只 需要 在 w 中 去 构造 一 个 子 集 A， 

使 得 
A={n|n€ wh Cn)), 

由 子 集 公理 ,这 样 的 集合 A 总 是 存在 的 ,然后 ,我们 只 需要 去 证 明 
和 A 二 w 就 可 以 了 . 

以 上 讨论 可 以 说 首先 是 建立 在 后 继 者 这 个 概念 基础 之 上 的 . 
而 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 还 将 使 用 另 一 个 概念 即 “ 先 行者 ”. 

定义 ” 设 m,n Ew, 对 于 n 关 0, 称 使 得 m'== nn 的 m 为 n 的 
先行 者 , 记 为 

m= 二 nn. 

比较 后 继 者 和 先行 者 的 定义 ,不 难 发 现 ,0 不 是 任何 自然 数 的 
后 继 者 ,因此 ,0 也 没有 先行 者 . 

定理 。 对 于 任意 的 自然 数 n 关 0, 存在 一 个 自然 数 m, 使 得 

11+ =n. 

定理 实际 上 表达 的 是 ,任意 的 非 0 自然 数 都 存在 先行 者 . 

证 明 :我 们 利用 归纳 原理 来 证 明 这 一 定理 . 先 构 造 集合 

A= {0} Unln€Ewh jmeE wm'=n))}, 

其 中 ,集合 {nin Ew 人 jm € wlmt 二 n)} 是 由 那些 具有 先行 者 
的 自然 数 构成 的 ,由 子 集 公理 ,集合 显然 是 合法 的 . 下面 ,我们 证 明 
A=w. 

1. 0 € A. 由 A 集 的 构造 ,这 是 显然 的 . 

2. 现在 设 n € 4, 即 设 3m € wlm! = n) 为 真 ,考虑 nt. 

由 于 自然 数 集 是 归纳 集 , 故 当 m Ew 时 , 则 m7 ,mt Ew, 这 就 
意味 着 ,如 果 n E€ A, 那 么 ,一 定 jm € wlm! 二 n) ,由 

m= mtU lm’'), 


n=nU {n= miU {mt}, 
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必定 为 真 , 故 二 E A. 由 归纳 原理 ， 
A=w. 
即 , 任 意 的 非 0 自然 数 都 存在 先行 者 . 


四 .传递 集 、 


自然 数 集 w 由 其 定义 和 因此 引出 的 相关 概念 , 较 一 般 的 集合 
来 说 ,有 其 自身 的 特殊 性 ,如 上 面 讨 论 过 的 归纳 性 及 以 下 将 要 介绍 
的 传递 性 等 . 集合 论 所 关心 的 是 ,这 些 特殊 性 在 集合 论 的 讨论 中 是 
否 会 引发 逻辑 矛盾 ?下 面 ,我 们 通过 对 传递 性 的 介绍 和 一 系列 的 定 
义 、 定 理 的 建立 、 证 明 , 来 说 明 w 是 一 个 不 矛盾 的 系统 . 

定义 ”对 任意 给 定 的 集合 B, 当 且 仅 当 B 的 任何 元 素 的 元 素 
仍然 是 B 的 元 素 , 即 有 

Vrvy(yErAzrE B—y€B) 
始终 为 真 , 则 称 集合 B 是 一 个 传递 集 . 

上 述 定 义 中 的 传递 性 是 没有 限制 的 ，B 的 任何 元 素 的 元 素 仍 
然 是 B 的 元 素 ,就 不 能 阻挡 B 的 任何 元 素 的 元 素 的 元 素 还 是 B 的 
元 素 . 这 表明 传递 集 完 全 可 能 是 无 穷 集 . 

定理 ”任何 一 个 自然 数 集 都 是 传递 集 . 

分 析 : 在 自然 数 0,1,2,3 等 的 定义 中 ,注意 到 都 有 若是 自然 
数 , 则 有 n € n' 并 且 n 己 n' 这 一 特征 .这 表明 它们 都 具有 自然 数 
的 元 素 的 元 素 仍然 属于 该 自然 数 的 性 质 . 现在 需要 回答 的 是 ,是 否 
一 切 自然 数 都 具有 这 样 的 性 质 . 

证 明 :构造 集合 4A= taEowlVzryyyEzAzEnyE 
nn)), 即 集合 A 是 由 一 切 能 够 成 为 传递 集 的 自然 数 构成 的 集合 ， 
上 述 分 析 ,这 样 的 集合 A 肯定 是 存在 的 ,下 面 证 明 A = w. 

1.0€Ah. 

这 是 因为 ,0 二 GF .而 对 任意 的 元 素 z,zE 2 恒 为 假 ,所 以 
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VrxvVvy(yE zrArE OyE€E D0) 
恒 为 真 . 即 0 总 能 满足 集 A 元 素 的 条 件 . 
2. 设 n€ A, 即 假设 YrYy(y€ExAzxzE€EnmyE€n) 为 真 ， 
现在 考虑 . 
由 后 继 者 的 定义 ,如 果 对 任意 的 元 素 xz,y, 都 有 
yEXIArEmPEyErArEnU {n)}, 
故 或 者 有 
YEXArEn, 
或 者 有 
yETXAr=, 
但 无 论 是 那 种 情况 ,由 归纳 假设 ,都 有 


yEn. 
但 由 后 继 者 的 特征 ， 

nCn, 
所 以 ， 

yEn. 
即 有 


YEXTArEn zyEnt 

成 立 , 由 归纳 原理 ,A = w. 即 w 中 任 一 自然 数 都 是 一 个 传递 集 . 

上 述 证 明 , 实 际 上 也 说 明了 任何 一 个 自然 数 的 元 素 都 是 它 的 
一 个 子 集 ,这 同 我 们 在 建立 自然 数 集合 时 观察 到 的 事实 和 证 明之 
前 的 分 析 是 一 致 的 . 但 要 注意 的 是 ,定理 的 逆 即 “任意 自然 数 的 子 
集 都 是 它 的 元 素 ” 是 不 一 定 成 立 的 . 例如 ,3 与 3, 但 3 & 3. 因 为 3 
二 (0,1,2). 又 如 {0,2} SG 3, 但 同样 有 {0,2) E 3. 所 以 ,自然 数 尽 
管 较为 特殊 ,但 它 仍然 是 需要 遵守 集合 的 一 般 原 则 的 , 即 任何 集合 
都 不 能 是 自己 的 元 素 . 下 面 ,我 们 用 定理 推论 的 形式 在 自然 数 集中 
来 确定 这 一 原则 . 

推论 ” 对 于 任意 自然 数 n, 都 有 nn x. 
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证 明 :构造 集合 4A= {n€ w|n& 儿 nn), 即 A 是 由 一 切 不 能 属于 
自己 的 自然 数 构成 的 集合 . 由 前 分 析 , 属 于 这 样 的 集合 A 的 元 素 肯 
定 是 存在 的 ,如 上 述 中 的 3. 下面 证 明 A = w. 

1.0€A. 

这 是 因为 0 = 名, 由 空 集 公理 , 儿 4 久 , 即 0 0. 

2. 设 n€ A, 即 假设 n 攻 7n 为 真 ,考虑 i. 

由 集合 元 素 都 应 当 具 有 确定 性 ,我 们 采取 反 证 法 . 设 n€ nt， 
则 由 后 继 者 定义 ,有 

mE nU {n). 
所 以 ,或 者 有 wn'E€ nn, 但 由 后 继 者 定义 ,有 nE€ n' ,再 由 自然 数 都 是 
传递 集 , 所 以 有 n En; 或 者 有 nt =n, 但 同样 由 所 设 mwnE ni' ,也 有 
n € n. 可 见 ,只 要 假设 ntE€ x ,就 一 定 推出 n € 2 总 与 归纳 假设 
相 矛 盾 , 故 假设 不 正确 , 即 n*E xn ,从 而 nt € A. 由 归纳 原理 ,A = 
w，, 即 任 一 自然 数 都 不 能 属于 自己 . 
上 述 推论 用 公式 可 表示 为 
VnEwVYrEn(zrCn). 

即 ,符号 “CC” 表 示 ,任意 自然 数 的 元 素 都 只 能 是 该 自然 数 的 真子 
集 . 

定理 ”自然 数 集 w 是 传递 集 . 

前 面 ,我 们 已 经 证 明了 任何 一 个 自然 数 都 是 传递 集 , 要 证 明 自 
然 数 集 w 本 身 也 是 传递 集 , 只 需要 我 们 去 构造 一 个 传递 集 ,然后 去 
证 明 这 个 集合 就 等 于 自然 数 集 就 可 以 了 . 

证 明 : 构 造 集合 4 = {n €E w| Vzr(r En 了 x E€ A)), 由 传递 
集 定义 ,A 显然 是 一 个 传递 集 . 下面 ,我 们 证 明 A = ww. 

l.o€A. 

因为 在 集合 A 的 元 素 的 条 件 中 ,车 令 n = 二 0, 则 由 zeE 0 恒 为 
假 , 因 此 条 件 

| Vri(rE OrE€ A) 
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的 值 便 为 真 , 故 0 E A. 
2. 设 n€ A, 即 假设 Yrlr € n 一 z+ € A) 为 真 , 考 虑 i. 
由 后 继 者 的 定义 ,如 果 对 任意 的 元 素 x 都 有 
TEn erEnU (n), 


故 或 者 有 

XEn, 
或 者 有 

并 一 7 
但 无 论 是 那 种 情况 ,由 归纳 假设 ,都 有 

ZE 4. 


可 见 , 只 要 zE 7, 就 一 定 有 zEA, 即 VzzErm 一 xE A) 为 
真 , 故 n+ € A, 由 归纳 原理 ,A = w. 即 自然 数 集 w 是 传递 集 . 

现在 ,把 上 述 介 绍 的 定义 .定理 联系 起 来 ,从 集合 角度 ,考察 的 
自然 数 集 w 和 自然 数 n € w 的 概念 ,都 应 该 说 是 比较 清楚 了 . 


第 三 节 皮 亚 诺 公 理 体系 


作为 对 逻辑 和 数学 公理 体系 的 先行 者 的 纪念 ,我 们 介绍 皮 亚 
诺 的 一 个 公理 体系 .该 体系 是 以 两 个 原始 概念 即 自 然 数 集 w 和 0， 
加 上 5 个 公理 为 主干 构成 的 . 5 个 公理 依次 为 : 

1. 0€w; 

2. 对 任意 的 n E w,n 都 有 唯一 的 后 继 者 n* E ww; 

3. YnE€E wn 0); 

4. YmnE wmAAnm Kn); 

5. w 满足 归纳 原理 ， 

在 公理 2 中 ,包含 有 一 个 建立 在 自然 数 集 上 的 不 定义 的 映射 

( ) 7 :ww. 

通常 ,这 个 映射 的 定义 域 被 我 们 称 为 扩大 的 自然 数 集 ( 因 为 包 
含有 0) ,而 值 域 则 被 称 为 严格 的 自然 数 集 ( 不 包含 有 0). 我 们 所 讨 
论 的 自然 数 集 w, 显然 都 是 扩大 的 自然 数 集合 . 公理 3 至 公理 5, 实 
际 上 就 是 这 个 不 定义 的 映射 的 性 质 . 

在 本 书 的 系统 讨论 中 ,w 实际 上 被 定义 为 最 小 的 归纳 集 ,0 被 
定义 为 空 集 名 ,并 且 对 后 继 者 作出 了 最 一 般 的 定义 , 即 n* 二 nnU 
人 n}). 这样 一 来 , 皮 亚 诺 系统 中 的 各 条 公理 在 本 书 的 论述 过 程 中 反 
而 都 成 为 可 以 简单 证 明 的 命题 了 . 例如 ,公理 1 和 公理 2 的 证 明 已 
经 被 包含 在 了 “w 是 归纳 集 ” 的 证 明之 中 ;公理 3 的 证 明 包含 在 了 
已 证 定理 “好 不 是 任何 集合 的 后 继 者 ”中 ;公理 5 的 证 明 可 归结 为 
归纳 原理 的 证 明 ; 而 剩 下 的 公理 4 可 简单 证 明 如 下 : 

设 任 意 的 m,n € w 并 且 m 关 n, 那 么 , 若 m’ 二 x7 ,由 后 继 者 定 
义 , 有 
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7 LU {m}=nU {n}. 
由 外 延 公理 ,必然 有 
n€EmU{m} 并 EL m €E n U {a}. 
由 n€ mU {m}, 可 推出 


nE€ m 或 者 n = 二 m; oe (DD 
由 mE€ nU {n}), 可 推出 
由 题 设 ,m 关 n, 故 由 1 和 2 可 推出 | 
NEMmAMmER ee 


但 已 经 证 明 ,自然 数 都 是 传递 集 , 故 由 式 有 
nE€n 或 者 m € m. 

显然 ,这 些 结论 无 论 哪 一 个 都 是 同 我 们 已 经 证 明 过 的 定理 是 相 矛 
盾 的 ,所 以 假设 六 = 和 是 错误 的 , 即 只 要 m 天 ”那么 一 定 有 
11 天 7 

公理 4 实际 上 是 说 ,每 个 非 0 自然 数 的 先行 者 也 是 唯一 的 .由 
任 一 非 0 自然 数 的 先行 者 和 后 继 者 都 是 唯一 的 ,说 明 自 然 数 集中 
的 每 个 自然 数 都 满足 集合 元 素 所 要 求 的 唯一 性 和 确定 性 . 
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第 四 节 自然数 的 顺序 


如 前 所 述 ,无 论 在 我 们 的 一 般 定 义 中 还 是 在 经 验 的 直觉 中 ,都 
有 
0E 1， 
1E2， 
2€3 
等 ,在 本 节 中 ,我 们 就 依赖 自然 数 之 间 的 这 种 关系 ,来 考察 自然 数 
的 顺序 . 


一 .预备 定理 


定理 1 VEeownE7meEE MT) 

证 明 ; 我 们 先 证 明 对 任意 的 m,n € we mn € m'). 构造 
集合 

A,={mEwlnE mnit mr’'), 

它 表 示 是 由 w 中 这 样 的 自然 数 所 构成 的 集合 :如 果 取 定 的 自然 数 ? 
是 它 的 一 个 元 素 , 那 么 半 的 后 继 数 一 定 是 它 的 后 继 数 的 一 个 元 素 ， 
这 样 的 集合 4A, 由 子 集 公理 是 肯定 存在 的 . 我 们 只 需要 证 明 A, = 
即 可 ， 

1.0 E A. 

因为 在 集合 A, 的 元 素 的 条 件 中 , 若 令 m = 0, 则 对 任意 给 定 
的 n€ w, 都 有 n € 0 恒 为 假 , 因 此 条 件 

(n€ 0 一 FE0 ) 
的 值 恒 为 真 , 故 0 € A,. 
» 138 ， 


2. 设 hm € A,, 即 假设 对 任意 给 定 的 m, 都 有 nn E mn € m7 
为 真 ,现在 来 考察 m. | 

车 nE€ mi’, 则 由 后 继 者 定义 有 n E m U {m)}) ,那么 ,或 者 nE€ 
mm; 或 者 n= 二 mm. 

如 果 是 n € m, 则 由 归纳 假设 ,一 定 有 nn€ mi ;但 由 mm' 忆 
mT, 故 可 推出 nT€ mm. 

如 果 是 4 = m, 则 已 证 nt = mt ,同样 由 mi CS m ,依然 可 推 
出 mE€ mi. 可见, 只 要 有 nn E€ mi ,就 必然 推出 nw € mm. 所 以 在 
给 定 条 件 下 ,公式 

nEm ~ Em 
的 值 恒 为 真 , 故 m+ E A, ,由 归纳 原理 ,A = w, 即 自然 数 集中 所 有 
的 自然 数 对 任意 给 定 的 自然 数 ”来 说 ,公式 
n€E mn mt 
的 值 都 真 . 

再 证 明 在 上 述 相同 条 件 下 nr€ mr 一 n € m 真 . 

如 果 niE€ m', 则 有 Em U {m} ,那么 ,或 者 mn € m, 或 者 
nt 二 m. 但 无 论 哪 种 情况 ,由 于 n € ni' ,因此 由 自然 数 是 传递 集 及 
外 延 公 理 , 必 然 可 推出 n € m. 即 

nEm-mEmt 
在 所 给 条 件 下 总 为 真 . 

综 上 所 述 ,定理 一 成 立 . 

定理 2 ”对 任意 的 m,n€ w, 在 n€m,m En 和 m 二 =n 中 最 
多 有 一 个 公式 为 真 . 

证 明 :我 们 采用 反 证 法 . 如 果 

n€EmAmeEen, 
那么 ,由 于 自然 数 都 是 传递 集 ,必然 有 
nEn; 
如 果 
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n€EmAm=n, 
或 者 
n=mAmeEn, 
那么 ,由 外 延 公理 ,都 有 
nE€n. 
显然 ,三 种 情况 的 结论 都 与 已 证 定理 相 予 盾 . 这 表明 ,zm 与 2 的 三 
种 可 能 的 关系 中 ,是 两 两 不 相 容 的 ,所 以 ,三 个 公式 中 ,最 多 只 能 有 
一 种 个 公式 为 真 . 
定理 3 对 任意 的 m,n Ew 在 n€E€mmEn 和 m = nn 中 至 
少 有 一 个 公式 为 真 . 
证 明 :我 们 先 考 虑 自然 数 0 的 情况 . 因为 对 任意 m € w,m€ 0 
肯定 是 不 成 立 的 , 故 可 构造 集合 
B={mE€w|m=0V0Em), 
表示 在 自然 数 集中 , 对 于 给 定 的 自然 数 0 来 说 ,或 者 与 0 相等 ,或 
者 使 0 为 其 元 素 的 自然 数 的 集合 .我 们 证 明 召 = w. 
l1.0€8B. 
这 是 显然 的 ,只 需要 令 m 二 0 即 可 . 
2. 设 m € B, 即 假设 对 任意 的 m € B 来 说 ,0 二 mV 0€ m 为 
真 , 现 在 考虑 m. 
因为 m 隆 0,; 所 以 ,如 果 m"€ B, 只 能 证 明 有 0 € m' .事实 
上 ,由 归纳 假设 ,如 果 m = 0, 那 么 ,由 m € m , 故 可 推出 0€ m ; 
如 果 0 € m, 同 样 由 mx € m ,可 推出 0 E m’. 可见, 只 要 归纳 假设 
0 二 mV 0 € m 为 真 ,必然 有 
Ym EwO=mr VOEm) 
为 真 , 即 zz € B, 由 归纳 原理 B = w. 对 任意 的 自然 数 m， 
0 一 MVD0OE 
中 至 少 有 一 个 公式 真 
下 面 ,我们 把 上 述 证明 中 的 0 换 为 任意 给 定 的 自然 数 ”进行 
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证 明 . 构造 集合 
A={mEw|ln=mVnEmVmen), 

A, 表示 自然 数 集中 那些 或 者 与 任意 给 定 的 自然 数 n 相等 ,或 者 以 
n 为 其 元 素 ,或 者 以 的 元 素 出 现 的 自然 数 的 集合 . 下 面 我 们 证 明 
A, = w. 

1.0€ A,. 

由 上 述 证 明 , 这 是 显然 的 . 

2. 设 m € A, , 即 假定 对 于 任意 给 定 的 自然 数 n, Vm E w(n = 
mVnE€ myV mE n) 为 真 ,现在 考察 mt' 的 情况 . 

由 归纳 假设 ,着 m € A,, 则 

或 者 n= 二 ; 但 mE€ mr' ,所 以 ,n € mr 也 成 立 ; 

或 者 n € m, 则 同样 由 mr € m' ,可 推出 n € mt! 成 立 ; 

再 者 m € n, 由 已 证 ,必然 可 推出 mt € ni ,因此 有 mE€ nU {n}， 
由 并 集 定义 ,此 时 或 者 有 m* E nn, 或 者 有 mi 二 nn, 但 无 论 是 哪 种 情况 ， 
显然 都 是 满足 集合 A, 的 元 素 的 条 件 的 . 

归纳 上 述 讨论 ,显然 ,只 要 假定 m € A; ,对 任意 给 定 的 自然 数 
nN; 必 然 有 nn 二 mY n€E miVY m' En 为 真 , 故 m'€ A,. 由 归纳 原 
理 ,A, 二 w. 再 由 mn € w 的 任意 给 定性 , 即 对 任意 的 自然 数 m,n, 定 
理 所 肯 定 的 三 种 可 能 的 情况 中 至 少 有 一 种 成 立 为 真 . 

定理 4 ”对 任意 的 自然 数 m,n,n 是 m 的 元 素 当 且 仅 当 是 m 
的 真子 集 . 即 

Ymn EE wn €E menC m). 

证 明 : 定 理 的 充分 性 , 即 Ym,n € wln € mn Cm), 由 本 章 
第 二 节 所 证 明 的 推论 来 看 是 显然 的 . 因此 下 面 仅 证 明定 理 的 必要 
性 , 即 

Ymn€E wnCmoenE€ m). 

设 nCm, 由 n,m 之 间 可 能 的 关系 来 看 ,不 外 乎 是 nn 一 mV nn 

EmV mEn.nCm 表 明 n 凑 ,因此 在 n€ mV mE€ nn 中 恰好 
» 141 ， 


只 有 一 种 情况 成 立 .但 如 果 是 mr € 4 成 立 , 则 有 m 必 rn, 加 上 已 知 、 
子 集 定义 和 外 延 公理 ,必然 可 推出 n == m, 这 显然 同 已 知 是 矛盾 
的 , 故 m nn, 由 已 证 定理 2 和 定理 3, 必 然 有 n E m 为 真 . 

综 上 所 述 ,定理 4 成 立 . 


二 “小 于 ”关系 的 定义 


定义 ”对 于 任意 的 自然 数 m 和 n, 当 且 仅 当 n € 和 2 时 , 称 = 小 
于 m, 记 为 
7 < 7 
“<<” 作 为 一 种 关系 ,在 自然 数 集中 反映 了 如 下 的 一 个 集合 : 
Ris = {nm) EwXwlnE m). 
集合 Ris 由 上 述 定义 可 以 用 形式 语言 描述 为 
VmEwVYnE wn<menE m) ee | 
由 于 ww 是 传递 集 , 因 此 有 
mEwAnE mnEw, 
故 上 面 的 公式 @ 和 下 面 的 公式 
Vm Ew Vn(nE menE wh nm)) 
是 逻辑 等 值 的 . 这 表明 ,任何 一 个 自然 数 都 是 由 小 于 它 的 一 切 自然 
数组 成 的 一 个 集合 . 这 由 以 下 的 图 形 来 看 是 非常 直观 的 : 


即 ,m 是 由 0,1,…,m 构成 的 集合 ,而 ze 则 是 由 0,1,…,m ,m 构 
成 的 集合 ,有 
m= (n€E€wl|ln<m). 

上 面 定 义 的 “小 于 ”关系 实际 上 是 为 自然 数 集合 中 的 自然 数 
排 定 了 一 种 顺序 . 对 于 任意 的 两 个 自然 数 来 说 ,在 这 样 的 顺序 链条 
中 都 一 定 具 有 下 述 的 性 质 ， 
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三 歧 性 ”对 任意 的 mm Ew 在 n€m,mE€n 和 m = 二 nn 中 恰 
好 有 一 个 公式 为 真 . 

证 明 : 显 然 , 任 意 两 自然 数 的 三 歧 性 是 上 述 已 证 定理 2, 定 理 3 
的 自然 结果 . 

传递 性 。” 对 任意 的 m,n,o € w, 都 有 

m<nVn<o*m<o. 

证 明 : 显 然 ,自然 数 的 传递 性 是 因为 自然 数 都 是 传递 集 的 自然 
结果 . 
以 上 ,我 们 虽然 只 定义 了 “小 于 ”关系 ,但 以 此 为 基础 ,我 们 可 
以 相应 的 定义 出 “大 于 ”、“ 不 小 于 ”和 “不 大 于 ”关系 . 

定义 如 果 7 过 mm, 则 称 m 大 于 nn, 记 为 m 二 nn; 

如 果 m 二 nA m= 二 nn; 则 称 x 不 小 于 nn, 记 为 m 宇 nn; 
如 果 mm 二 nA m= 二 7, 则 称 m 不 大 于 nn, 记 为 m 声 n. 

应 当 注 意 的 是 ,在 集合 论 的 讨论 中 ,由 “小 于 ”关系 的 最 终 定 
义 , 在 自然 数 集中 ,不 大 于 关系 “ 委 ” 同 包容 于 关系 “CC” 应 当 是 同 
义 的 ,因此 是 可 通用 的 . 
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第 五 节 最 小 数 原理 


数学 中 的 实数 集合 .整数 集合 等 都 可 以 说 是 在 自然 数 集合 的 
基础 上 发 展 起 来 的 . 但 是 ,有 的 特征 却 仅 仅 是 自然 数 才 能 独 有 的 . 
如 以 下 介绍 的 最 小 数 问题 . 在 本 节 的 讨论 中 ,我们 从 集合 的 角度 来 
讨论 这 一 特征 . 


一 .最 小 数 定义 


定理 如 果 自 然 数 n 小 于 自然 数 m ,那么 ,ni 声 m, 
证 明 : 若 7 过 m, 由 小 于 的 定义 , 当 且 仪 当 n € m. 再 由 已 证 ， 
mE€Em', 即 有 


ne€E mlU (m), 
所 以 有 
n"€ m 或 者 n' 二 m， 
即 有 
nEmVn=m, 
由 “ 委 ”定义 ,有 


nm. 

上 述 定理 的 意义 在 于 , 它 断 定 了 在 任意 自然 数 n 及 其 后 继 者 
if 之 间 ,都 不 存在 其 他 的 任何 自然 数 . 这 是 自然 数 集 元 素 之 间 的 
一 种 特有 的 关系 . 

定义 ” 设 ACw, 当 和 且 仅 当 存在 nn。E€ A, 使 得 对 任意 的 n € 
A, 都 有 no 委 ” 则 称 m 是 集 A 的 最 小 数 . 

定义 相当 于 说 ,任何 一 个 自然 数 集 的 子 集 包括 自然 数 集 w 本 
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身 , 如 果 存 在 满足 条 件 的 元 素 m ,那么 no 就 是 该 集合 的 最 小 数 . 例 
如 对 自然 数 集 w 而 言 ,0 不 大 于 它 的 任何 一 个 元 素 , 因 此 0 就 是 它 


的 最 小 数 . ， 
定理 。 自然 数 集 w 及 其 任何 一 个 子 集 ,如 果 存 在 最 小 数 m， 
则 m 必定 是 唯一 的 . 


证 明 : 设 A 是 w 的 任 一 子 集 ,车 最 小 数 不 是 唯一 的 , 则 可 设 m， 
n 都 是 A 的 最 小 数 .那么 由 最 小 数 的 定义 ,一定 有 no 声 n, 并 且 n 志 
mw. 由 “不 大 于 ”的 定义 ,此 即 mm 忆 n 并 且 n 必 nm. 由 子 集 定义 和 外 
延 公 理 , 必 然 有 no。 = n. 即 对 w 的 任 一 子 集 来 说 ,最 小 数 若 存在 , 它 
都 只 能 是 唯一 的 . 


二 .最 小 数 原理 


上 面 我 们 定义 了 最 小 数 ,并 证 明了 它 对 自然 数 集 w 及 其 任意 
子 集 A 的 唯一 性 .但 w 及 其 任意 子 集 A 的 最 小 数 是 否 存在 ,这 是 定 
义 并 不 能 保证 的 .下面 我 们 有 定理 来 保证 这 一 点 . 

定理 (最 小 数 原理 ) 由 自然 数组 成 的 任意 非 空 集合 ,一 定 都 
存在 最 小 数 . 

定理 相当 于 说 ,任何 一 个 自然 数 集 的 子 集 包 括 自 然 数 集 w 本 
身 ,都 一 定 存在 某 个 满足 条 件 的 元 素 no ,并 且 m 就 是 该 集合 的 最 
小 数 . 

证 明 : 设 集合 ACw, 并 且 A 关 9. 

首先 ,我们 假定 集合 工 是 由 不 大 于 集合 A 的 任何 元 素 的 所 有 
自然 数 构成 的 集合 , 即 

T= {mEw| YnE€ A(m<n)). 

这 样 的 集合 工 从 子 集 公 理 来 说 肯定 是 合法 的 ,并 且 工 头马， 
因为 至 少 有 一 个 元 素 0 属 于 了 工 .我 们 首先 证 明 , 工 夭 w. 这 是 因为 集 
合 A 和 外, 所 以 一 定 存在 自然 数 2E A, 现 在 取 闻 之” 可见, 有 自 
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然 数 n Ew A ngT, 所 以 TT 关 ww. 

其 次 ,存在 m。E 了 ,使 得 mt 4 

这 是 因为 ,0 E 全 是 显然 的 . 若 对 任意 的 m。E T, 一 定 能 推出 
mi ET 了 ,那么 工 必 然 是 归纳 集 . 并 且 由 工 的 构造 方式 ,必然 有 了 = 
w, 这 与 上 面 的 证 明 结 果 是 矛盾 的 .因此 必然 有 mo E T, 使 得 mi 和 
T. 

最 后 ,我们 能 够 证 明 , 上 面 证 明 存 在 的 m。 ,就 是 集合 4 的 最 小 
数 . 

这 是 因为 ,由 me。 E 工 和 集合 T 元 素 的 条 件 , 对 任意 的 zE A， 
都 有 mu 记 n, 可 见 , 现 在 我 们 只 要 能 够 证 明 m。E A 就 可 以 了 . 由 

合 元 素 的 确定 性 ,如 果 mo 人 A, 即 在 集合 工 中 mm。 所 满足 的 条 件 

准确 地 说 只 能 是 Yn € Alm < 过 m ,那么 由 上 面 已 证 定理 ,必然 存 
在 mi ,使 得 mo 委 风 即使 得 mi ET 工 ,这 显然 是 同上 面 证 明 的 第 二 
此 结论 相 矛 盾 的 ,所 以 ,在 给 定 的 上 述 条 件 下 ,mo E A 只 能 是 必然 
的 . 

综 上 所 述 , 最 小 数 原理 成 立 . 

推论 设 集 合 ASw, 并 且 A 关 名 , 则 必定 存在 集合 ,使 得 

T= {mE€w| VnE€ A(m < n)). 

并 且 , 如 果 m。E€ A 是 A 的 最 小 数 , 则 m。E 工 并 且 必然 是 了 的 最 
大 数 . 

由 上 述 证 明 过 程 来 看 ,推论 的 真实 性 是 不 言 而 喻 的 . 
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第 六 节 弟 推 原理 


我 们 先 来 看 一 些 运用 递 推 原理 的 实例 . 
1. 取 映 射 f:w 一 w, 其 中 定义 如 下 : 
(DFO)=1; (Dflr) = fn) ni. 


即使 我 们 不 知道 “。” 的 具体 内 容 如 何 , 但 根据 f 的 上 述 定义 ,任何 - 


自然 数 的 函数 值 , 我 们 总 能 依据 该 自然 数 的 先行 者 的 函数 值 最 终 
是 0 的 函数 值 而 得 到 其 计算 的 结果 . 如 
f(0)=1; 
f(1) = f0) .0=1.1; 
f2) = 0) :1 = (1.1).2; 
f3) = f2) 27= (1 .1). 2). 3; 
显然 ,对 于 满足 上 述 条 件 (1) 和 (2) 的 映射 f, 还 可 以 更 一 般 的 表示 
为 
fn) = 一 1)。7， 
不 管 怎 样 表示 ,也 不 管 “,” 反 映 的 具体 规则 如 何 去 计 算 , a 或 者 
的 函数 值 的 依赖 关系 总 是 不 改变 的 ， 
2. 设 有 整 标 函 数 (或 数列 )w :wo 一 R+ ,其 中 Rt 为 正 实数 集合 ,u 
定义 如 下 : 
(Du(0) = Va; (uln’) =Vatuln). 
由 的 定义 ,数列 中 7 的 值 总 可 以 通过 的 了 油 数 值 并 且 最 终 是 0 
的 函数 值 去 计算 .如 
u(0) = Va; 
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u(l) 一 Va 于 x(C0) =VatvVa; 
u(2) =Vai+ull) 一 Va 十 Va 十 Vai 


u(3) 一 Va 十 x(2) = 

比较 上 述 等 式 的 左右 两 边 , 计 算 的 过 程 实际 上 反映 着 一 个 更 一 般 
的 函数 , 即 

f:R+ 一 R+， 
其 中 ,f 被 定义 为 

f(x) =Va+r, 

f 的 定义 域 和 值 域 都 来 自 于 R' ,或 者 较为 准确 地 说 : 

dom(f) CR!, 

ran(f/) CRt. 

事实 上 ,这 个 一 般 的 函数 从 上 述 函 数 的 定义 中 也 可 以 直接 
得 到 ,只 需要 在 条 件 (2) 中 , 令 工 三 uln), 有 
ul(n’) = f(x) 一 Va 十 Z， 

这 表明 ,xz 既是 函数 又 是 自 变 量 . 而 作为 函数 , 它 的 每 一 个 确定 的 
值 都 依赖 于 x(z) 中 的 ,因此 ,在 决定 f(x) 的 每 一 个 确定 的 值 时 ， 
我 们 事实 上 总 依赖 着 原本 的 函数 

u:w—Rt, 
并 且 依 赖 于 的 初 值 . 

如 上 述 两 例 中 涉及 的 函数 六 通常 被 人 们 称 为 递归 函数 . 我 们 

下 面 所 要 做 的 工作 ,就 是 从 集合 论 的 角度 ,去 说 明 并 提供 充分 的 根 
据 , 以 保证 这 种 被 人 们 所 广泛 使 用 的 递归 方法 的 合理 性 . 


二 .递归 原理 


定理 (递归 原理 ) ” 设 定 非 空 集合 X 和 它 的 一 个 元 素 a ,并 给 
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定 函数 /;X 一 X, 那 么 ,存在 唯一 的 函数 “:w 一 X ,满足 

(Dul(0) = ai 

(2)uln') = fluln)). 

对 任意 的 非 空 集 合 和 来 说 ,事实 上 在 X 上 可 以 建立 起 许 许多 
多 的 关系 来 ,其 中 ,当然 有 许多 可 能 是 函数 关系 . 定理 或 许 对 这 许 
多 的 函数 关系 本 身 并 不 感 兴趣 . 定理 感 兴趣 的 是 ,对 这 许多 的 函数 
关系 中 的 任 一 个 ,都 在 满足 定理 给 定 的 条 件 下 , 存在 唯一 的 函数 
& ,构成 对 该 函数 自 变量 的 一 个 有 序 的 指派 . 

首先 ,我 们 可 以 考虑 w 的 存在 性 . 在 这 里 需要 证 明 的 是 ,对 任 
意 的 非 空 集合 X 和 它 的 一 个 已 知 元 素 a ,一定 存 在 满足 定理 条 件 
的 函数 u. 从 集合 的 角度 考虑 ,定理 中 的 两 个 条 件 我 们 相应 的 分 别 
表示 为 

(1)(0,a) € a; 

(2) Vn EwVYrE X(Nnr) EU f(r)) E wu, . 

下 面 ,我 们 先 以 图 形 来 观察 u 可 能 存在 的 方式 ,由 于 函数 都 是 
关系 ,我 们 可 先 将 w 同 满足 条 件 (1)(2) 的 关系 口 作 一 比较 . 

右 图 表示 的 是 函数 集 x 的 平面 坐 x 
标 图 . 由 于 函数 集 的 第 二 坐标 对 相同 的 ”Ra)| "(ho) 
第 一 坐标 具有 唯一 确定 性 ,因此 ,u 集 在 {an 
坐标 平面 上 的 图 形 只 能 是 一 系列 孤立 “fn)) 
的 点 . 

右 图 表示 的 是 关系 集 U 的 平面 坐 
标 图 . 由 于 关系 集 的 第 二 坐标 对 相同 x 
的 第 一 坐标 没有 唯一 确定 性 ,因此 ,U fa)| ha) 
集 在 坐标 平面 上 的 图 形 是 一 条 一 条 垂 
直 于 w 轴 的 直线 . 

满足 条 件 (1) (2) 的 关系 口 肯定 是 
存在 的 ,因为 我 们 知道 ,关系 是 条 件 最 


“(nn,7) 
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为 一 般 的 集合 . 从 图 形 上 不 难看 出 ,对 应 于 相同 第 一 坐标 的 任何 一 
条 直线 ,都 可 以 认为 是 满足 条 件 (1)(2) 的 若干 不 同 的 关系 的 图 形 
的 一 个 重合 . 而 在 车 于 这 样 的 不 同 关系 中 ,w XX 应当 是 其 中 最 大 
的 一 个 ;现在 ,我 们 不 妨 把 关系 u 设想 为 其 中 的 最 小 的 一 个 ,而 最 
小 的 特征 就 是 ,对 于 满足 条 件 (1) (2) 的 任意 关系 U,w 都 应 当 是 U 
的 子 集 , 换 言 之 ,u 应 当 是 所 有 的 满足 条 件 (1)(2) 的 关系 的 交 
集 . 下面 的 证 明 , 就 是 按照 这 样 的 思路 来 展开 的 . 
证 明 ; 我 们 先 通过 对 w 的 构造 来 说 明 x 的 存在 性 . 
首先 任意 给 定 满足 条 件 (1) 和 ) (2) 的 关系 U, 即 令 
(1)(0,a) E Us 
(2)YVYnEwVYrE Xnsr) EU 一 rz)) EDUDD)， 
由 上 述 分 析 , 这 样 的 U 肯定 是 存在 的 ,并 且 ,w XX 是 其 中 最 
大 的 一 个 ,因此 ,对 任意 的 这 样 的 U, 都 有 U 守 w XX. 
其 次 , 设 M 是 有 所 有 的 满足 条 件 (1)(2) 的 关系 U 组 成 的 集 
合 , 即 
| M= {UCwXX1U 满 足 条 件 (1)(2))， 
由 于 集合 wX XX 存在 ,所 以 纪 (w XX) 也 一 定 存在 . 并 且 , 由 于 wx 
XE M, 因 此 M 关 名 ,因此 可 以 进一步 假设 
u = | MW). 
上 述 构造 过 程 表 明 , 只 要 满足 条 件 (1)(2) 的 关系 U 存在 ,那么 
不 等 于 好 的 集合 M 就 存在 ,因此 , wu 也 就 肯定 是 存在 的 .下面 要 做 
的 ,是 证 明 在 上 述 条 件 下 构造 的 集合 u, 就 是 我 们 所 需要 的 函数 集 . 
(A)u 作为 关系 ,必定 满足 上 述 条 件 (1)(2). 
这 是 因为 ,由 w 的 构造 过 程 ,必然 有 
(0,a) 己 每 个 U(0,a) E us 
(n,7) Ex 一 Or) E 每 个 U 
一 (n* ,f(z)) € 每 个 U 
—(n' ,f(r)) Eu. 
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即 , 在 上 述 条 件 下 所 构造 的 集合 :满足 条 件 (1) 和 (2) 是 必然 的 . 


(B)z 的 定义 域 和 值 域 都 是 确定 的 . 
这 是 因为 
(0,a) EU 一 0 € dom(u); 
而 由 
(nT) E un ,f(r)) En 
可 推出 


nE€ dom(u)—n' € dom(u). 
可 见 ,w 的 定义 域 不 但 存在 ,而 且 由 归纳 原理 有 
dom(u) = w. 
即 , 关 系 4 的 定义 域 是 确定 的 . 
U 的 值 域 ran(u) 的 确定 性 是 显然 的 . 这 是 因为 ,对 满足 条 件 
(1) (2) 的 任意 关系 U 来 说 ,都 有 
UCwXxXX, 
由 zx 的 构成 方式 ,有 
= (M)CwXX, 
这 就 表明 
ran(u) 性 X， 
故 U 的 值 域 也 是 确定 的 . 

(C)u 必定 是 函数 . 

由 4 的 构造 w 是 函数 . 显然 ,我 们 只 需要 证 明 在 u 的 所 有 元 素 
(n,7) 中 ,第 二 坐标 z+ 对 同一 个 第 一 华 标 n 必然 是 唯一 确定 的 就 可 
以 了 .以 CCz) 记 条 件 

VrVy(n,7r) E uh (ny) E ur = y), 
显然 ,满足 这 样 条 件 的 任意 自然 数 ”足以 使 关系 4 成 为 函数 . 并 
且 ,我 们 假定 由 所 有 的 那些 满足 上 述 条 件 的 自然 数 n 构成 一 个 集 
合 T, 即 
T= {n€ wl| Cn))}, 


由 子 集 公理 ,这 样 的 集合 肯定 是 合法 的 . 下 面 ,我 们 证 明 T= ww 
(a) 0E 了. 
( 友 证 法 ) 如 果 0 人 了, 即 是 说 CC0) 不成立, 那么 ,就 有 
(0,7) ExA(C E usr ys; 
由 题 设 和 已 证 (A), 已 有 a € X, 使 得 (0,a) E .但 由 上 述 的 结论 
中 必定 还 有 
bEXALbAa, 
使 得 
(0,6) Ea. 
既然 如 此 ,我 们 不 妨 在 集中 把 这 个 多 余 的 (0,6) 去 掉 , 即 有 
u = wu ~ {(0,0)). 
由 差 集 的 定义 ,w 应 当 是 一 个 合法 的 集合 ,并 且 由 其 构造 ,应 当 是 
u 集 的 真子 集 .下面 ,我 们 就 x 的 构造 来 讨论 它 的 性 质 . 
首先 ,由 于 4 隆 B5, 所 以 ,(0,4a) 关 (0,5) ,由 差 集 的 定义 ,(0,a) 
不 可 能 从 集中 去 掉 , 故 一 定 有 
(0,a) € wu ~ {(0,0))}. 
即 
(0,a) Eu.. 
这 表明 ,wu 是 满足 上 述 条 件 (1) 的 . 
其 次 ,我 们 假设 (xn,x) E wu ,那么 由 w 是 u 的 真子 集 , 有 (zz) 
Eu, 再 由 证 明 (A), 必 然 有 (ni ,f(x)) € wu. 但 我 们 已 经 证 明 ， 
Nn 关 0;, 所 以 ,x ,了 f(x)) 关 (0,0b) ,这 说 明 (n- ,f(x)) 也 是 不 能 从 
u 中 去 掉 的 , 故 
(nsf(r)) Ew 
由 
(nr) E un ,f(r Eu 
为 真 可 推出 w 同样 是 满足 条 件 (2) 的 . 于 是 ,uw E€ M. 由 集 w 的 构 
造 方式 ,有 
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UCu, 
即 ,x 既是 的 真子 集 , 又 是 x 的 包容 集 . 这 是 一 个 显然 的 矛盾 . 它 
说 明 在 反 证 的 前 提 中 假设 0 4 工 是 错误 的 , 故 必 然 有 
OET. 
(b) 设 n € TT, 即 是 使 条 件 C(n) 为 真 的 ,现在 来 考察 i. 
因为 ET 由 了 工 的 定义 ,必然 有 (zz) € a, 并 且 对 于 nn 来 说 ， 
有 zxzEXX 且 xz 是 唯一 的 .再 由 证 明 (A), 必 然 有 (7 ,，f(x)) Ew. 下 
面 我 们 证 明 , 如 果 (w' ,f(x)) Ex 但 对 人 ,肯定 会 导致 矛盾 . 
假设 (x* ,f(z)) € u 但 n* 了, 这 就 意味 着 一 定 存 在 y EX， 
并 且 y 关 f(z) ,使 得 (n' ,y) € wx 于 是 有 
(if fx)) EuA nt yy) E ury A fT; 全 
和 (a) 的 证 明 一 样 , 不 妨 在 集中 把 这 个 多 余 的 (n' ,y) 去 掉 , 即 有 
w=u~ {ny)). 
由 差 集 的 定义 ,wu 应 当 是 一 个 合法 的 集合 ,并 且 由 其 构造 ,还 应 当 
是 “ 集 的 真子 集 . 下面, 我们 就 u 的 构造 来 讨论 它 的 性 质 . 
首先 ,由 于 n* 关 0, 所 以 ,(0,a) 关 (n*,y)，, 由 差 集 的 定义 , (0， 
a) 不 可 能 从 集中 去 掉 , 故 一 定 有 
(0,a) Eu ~ (nt ,y)). 
即 
(0,a) Eu’. 
这 表明 ,wu 是 满足 条 件 (1) 的 . 
其 次 ,假设 对 任意 的 mE w, (mt) Ew , 则 由 wiCCwuy 帮 Gm,2) 
Ex. 但 x 是 满足 条 件 (2) 的 ,所 以 ， 
(Co 1) € a. 
如 果 m = 二 ”由 归纳 假设 和 条 件 C(n), 有 
YrvVt((nr) Euh (mt) E ur= 1) 
一 (CO ,f(t)) = (n', f(r))); 
但 y 关 f(z), 所 以 ， 
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(zz)) A (nn ，y)， 
并 且 
(mt ,f(t1)) # (nt y)， 
由 此 可 见 ，(o ,了 (2)) 是 不 能 从 x 中 被 去 掉 的 , 即 在 假设 的 前 提 
下 ,公式 
(Co ,f(2)) E ww 
为 真 . 
如 果 m 关 ,那么 ,mr* 关 开 , 故 
mf 0)) A nt,y), 
即 (m1 ,f(z)) 还 是 不 能 从 w 中 去 掉 ,依然 有 (Gm*,f(2)) E 六 .可 
见 ,无论 m 是 否 等 于 n, 只 要 假设 有 (m,t) € w' ,那么 , 公式 
(mst) Eu mt, ft)) Ew 
的 值 就 恒 为 真 . 即 ,x 是 满足 条 件 (2) 的 . 于是,w€ M. 由 集 4 的 
构造 方式 ,有 
UCNW, 
即 ,w' 嗓 是 的 真子 集 ,又 是 的 包容 集 . 这 是 一 个 显然 的 矛盾 . 它 
说 明 在 反 证 的 前 提 中 假设 x 4 是 错误 的 , 故 必然 有 
niE€ET. 
由 归纳 原理 ,本 = w. 即 对 任意 的 nx € w, 都 有 
VrVyl((n,r) EE uh (ny) €E ur = y), 
所 以 ,u 是 函数 集 . 
再 证 x 的 唯一 性 : 
假设 上 述 函 数 f 还 有 另外 一 个 函数 gp 也 满足 
9(0) = a; 
pn) = f(g(n)). 
那么 ,由 p(0) = a, u(0) = a 二 pg(0), 显 然 有 
u(0) = g(0); 
而 由 pln) = f(yp(n)) 和 上 述 结论 ,有 
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.Un ) 一) = fly) = on )， 
即 有 
2 ) = pln ). 

可 见 , 对 任意 的 ”Euw，, 都 有 ?==x 即 对 函数 j 来 说 ,x 都 是 唯一 的 . 

今后 ,对 于 递 推 原理 中 的 非 空 集合 X ,我 们 称 之 为 取 值 集 ; 对 
于 已 知 的 元 素 a € X, 称 之 为 初 值 ; 而 给 定 的 函数 f, 称 之 为 递 推 函 
数 . 只 要 有 了 取 值 集 、 初 值 和 递 推 孙 数 ,就 一 定 存在 满足 条 件 (1) 
和 (2) 的 唯一 函数 4:w 一 X. 
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第 七 节 自然数 的 和 、 积 、 客 


. 在 本 节 的 内 容 中 ,我 们 主要 是 从 集合 的 角度 ,来 定义 自然 数 的 
加 法 .乘法 和 乘 方 运算 ,并 在 定义 的 基础 上 ,来 证 明 这 些 运 算 的 一 
些 基 本 规律 ， 


一 .自然 数 的 加 法 


定义 “自然数 集 w 中 的 加 法 “+ 是 w 中 满足 以 下 条 件 的 唯一 
运算 : 即 对 于 任意 的 m,n € w, 都 有 

l.m+0=m; 

2.m 二 nn 二 (mn). 

利用 递 推 原理 ,不 难说 明 加 法 定义 的 合理 性 . 事实 上 ,由 于 w 
关 名 , 故 对 任意 给 定 的 m € w,m 都 可 以 作为 初 值 ,使 定义 中 的 两 
个 条 件 相 应 的 表示 为 

(1)U (0) = m; 

(2)DU (nn ) = (U, (n))’. 

显然 ,由 在 前 所 建立 起 来 的 关于 自然 数 的 集合 理论 , (1) 和 
(2) 中 的 U 必然 是 建立 在 w 到 w 上 的 一 个 映射 , 即 ,U, :ww. 其 
中 ,U。 被 定义 为 对 任意 的 n € w, 都 有 

U,(n) = mn. 
不 妨 在 递 推 原理 中 , 取 X = w,a = m, 递 推 函数 由 条 件 (2) 有 
U,(n') = (U,(n))* = f(U, (n)), 
故 不 妨 令 喘 射 Fo 一 oj 二 U,(n) ,定义 f 为 :f(i) = 并, 则 由 递 推 
原理 可 知 ,U。 是 上 述 f 的 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 唯一 的 函数 .了 则 
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是 递 推 函数 ,当然 也 是 函数 ,以 后 ,我们 把 函数 了 的 展开 式 
GD) 一 全 
一 do 
一 《7 十 7) 
一 到 十 和 
就 称 为 加 法 运算 ,其 结果 称 为 加 法 运算 的 和 ， 
不 要 忘记 ,我 们 上 述 讨 论 始终 是 建立 在 任意 给 定 的 自然 数 m 
的 基础 之 上 的 . 当然 ,由 mx € w 的 任意 性 ,上 述 讨论 实际 上 对 任意 
自然 数 都 成 立 . 提出 这 一 点 的 意义 是 ,我 们 至 少 还 可 以 从 其 他 方面 
来 考虑 加 法 函数 的 建立 . 如 ,一 种 最 容易 提出 的 方式 是 , 令 映 射 f 
为 
Jo X ww, 
对 和 任意 的 (m,n) E wXw, 定 义 f(m,n) = 二 m 十 n. 那么 ,同样 可 以 证 
明 ,U。 "是 它 唯一 存在 的 满足 上 述 条 件 1 和 条 件 2 的 函数 ， 
十 ”运算 的 性 质 
1l. m* 二 m1. 
性 质 1 表述 的 是 , Yn € w, 其 后 继 数 都 等 于 该 自然 数 与 1 的 
和 . 这 只 需要 在 加 法 运算 的 展开 式 m 十 n* 二 (m 十 n)' 中 令 n = 二 0， 
然后 借助 于 条 件 1 和 后 继 者 定义 即 可 . 
2. 对 任意 的 m,n € w, 都 有 
(1)0+n=n; 
(2)m' 二 nn 二 (m 十 n) ， 
证 明 :; 对 任意 的 m,n € w, 我 们 对 n 作 归 纳 证 明 ， 
(1) 在 加 法 定义 的 条 件 1 中 ,有 
m 二 0=m， 
令 其 中 的 0 = n, 由 m € w 的 任意 性 ,再 令 m = 0, 必 然 有 
0 十 0 一 0， 
即 n = 二 0 时 性 质 (1) 成 立 . 
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设 取 自然 数 n 时 , 0 十 n 二 是 成 立 的 ,现在 来 考察 n' 的 情况 . 
由 加 法 定义 的 条 件 2, 假 设 
0 十 太一 (0 十 2 六 
二 nt， 
即 nt 时 性 质 (1) 还 是 成 立 , 故 由 归纳 原理 ,对 任意 za € ww 性 质 (1) 
都 成 立 . . 
(2) 在 加 法 定义 的 条 件 1 中 ,有 
m 二 0=m, 
令 其 中 的 0 = nn, 再 由 mm € w 的 任意 性 ,有 
mn 二 mt 十 0 
一 mt 
一 (m 十 0)1+， 
所 以 , 当 n 二 0 时 性 质 (2) 是 成 立 的 . 
设 取 自然 数 n 时 , mi! 十 n 二 (m 十 n)!+ 是 成 立 的 ,现在 来 考察 
nn 的 情况 . 


由 定义 条 件 2， 
mtn = m+) 
由 归纳 假设 ， 
(or 十 9 六 一 (十 六， 
再 由 定义 条 件 2， 
(1 十 1 一 (十 人 入) ， 
所 以 有 1 


mT+n=(m 二 nt')!. 
即 当 自然 数 为 关 时 ,性 质 (2) 是 成 立 的 , 故 由 归纳 原理 ,对 任意 
E ww 性 质 (2) 都 成 立 . 
3, 对 任意 的 自然 数 /maym， 
(Dm+t+n=ni+m; 
(ZOU+Fm) +n= i (m+n); 
。 158 。 


(3)7a 十 ! 一 光 十 /一 7 一 7 
证 明 : 对 任意 的 4,m,z E w, 我 们 分 别 对 nn,l 作 归纳 证 明 . 
(1) 当 n 二 0 时 ,由 定义 条 件 1 和 已 证 性 质 2, 有 
m+0=m 
二 0 十 m., 
即 等 式 是 成 立 的 . 
现在 设 取 自然 数 n 时 ,m 十 n 二 nn 十 m 是 成 立 的 ,考察 ni' 的 情 
况 . 由 定义 条 件 2, 有 
7 十 人 一 《7 十 7 ， 


由 归纳 假设 ,有 
(mm 十 n) 二 (n 十 m)“， 
再 由 已 证 性 质 2， 
(2 十 1) 二 nm， 
所 以 ,有 


mn 二 nn' 十 m. 
即 取 自然 数 77 时 ,m 十 n" = ni 十 m 是 成 立 的 ,由 归纳 原理 ,对 任意 
自然 数 ”性 质 (1) 都 是 成 立 的 . 
性 质 (1) 表明 ,加 法 运算 是 满足 交换 律 的 . 
(2) 当 ?2 = 一 0 时 ,由 定义 条 件 1, 有 
(十 ma) 十 0 一 ! 十 隘 
二 [十 (m7 十 0). 
性 质 (2) 是 成 立 的 . 
现在 设 取 自 然 数 时 ,(1 十 ) 十 n 二 /十 (m 十 n) 是 成 立 的 ， 
考察 三 的 情况 . 由 定义 条 件 2, 当 取 自 然 数 n” 时 ,有 
Cm) 二 nw 二 (CU( 二 m) 二 n)'， 
由 归纳 假设 ， 
(二 mm) 十 n) "二 《十 (m 十 nn))1， 
再 由 定义 条 件 2, 有 
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(十 (2 十 2 一 7 十 (2 十 2) 
二 [十 (m 十 n')， 
所 以 ， 
(+m)+n= + (m+t+n). 
即 , 当 取 自 然 数 x 时 ,性 质 (2) 仍然 成 立 , 由 归纳 原理 ,(2) 式 对 一 
切 自 然 数 都 成 立 . 
性 质 (2) 表明 ,自然 数 的 加 法 运算 是 满足 结合 律 的 ， 
(3) 当 ! = 二 0 时 ,由 定义 条 件 1, 分 别 有 


m+0=m, 
ni+0=n; 
因此 ,如 果 
m0 二 nn 十 0， 
那么 ,必然 有 
mn. 


即 当 / == 0 时 ,性 质 (3) 是 成 立 的 . 
现在 设 当 取 自 然 数 ! 时 , mm 十 1 二 nn 十 i 一 m 二 n 是 成 立 的 , 考 
察 i* 时 的 情况 . 当 取 自 然 数 六 时 ,由 定义 条 件 2, 有 
m+ =n+f mt) = n+)!, 
再 由 已 证 性 质 2, 有 
(m+ = a mt) = t+), 
由 归纳 假设 和 自然 数 已 证 定理 ,有 
(2 十 六 一 (十 2) 一 0 一 和 
一 11 一 1， 
所 以 ,有 
ia 十 太一 天 十 三 一 1 一 7， 
即 当 取 自然 数 全 时 ,性 质 (3) 依然 是 成 立 的 , 由 归纳 原理 ,(3) 式 
对 一 切 自然 数 都 成 立 . . 
性 质 (3) 表明 ,数学 传统 理论 中 的 等 量 关 系 在 自然 数 的 加 法 
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运算 中 也 是 满足 的 ， 


二 .自然 数 的 乘法 运算 


定义 ”自然数 集 w 中 的 乘法 ^.”, 是 ww 中 满足 以 下 条 件 的 唯一 
运算 :对 任意 的 m,n € w, 都 有 
l.m*»*0=0; : 
2.72。 和 一 7 。7 十 7 
我 们 把 mr. 2 称 为 m 与 ”的 积 . 
事实 上 ,由 于 w 关 好 , 故 对 任意 给 定 的 mm € w,m 都 可 以 作为 
初 值 , 使 定义 中 的 两 个 条 件 相 应 的 表示 为 
(1)T,(0) = 0; 
(2) Tn ) = Tn)++m. 
所 以 ,由 递 推 原理 ,(1) 是 初始 条 件 , 但 要 注意 ,此 时 的 初 值 
与 0 的 积 是 0 而 不 是 m;(2) 是 一 个 递 推 公式 . 显然 ,由 在 前 所 建立 
起 来 的 关于 自然 数 的 集合 理论 和 加 法 的 定义 , (1) 和 (2) 中 的 TT。 
必然 是 建立 在 w 到 w 上 的 一 个 映射 , 即 ,T, :ww. 其 中 ,了 .被 定义 
为 对 任意 的 n € w, 都 有 
T,(n)=me*n. 
不 妨 在 递 推 原 理 中 , 取 X = w,a = m, 递 推 函数 由 条 件 (2) 有 
了 (入 ) 一 了 (CD 十 下 二 FTC)， 
故 可 以 令 上 映射 fo 一 oo = TT, (nn) ,定义 了 为 : 8) 一 :十 77, 则 由 
递 推 原理 可 知 ,T, 是 上 述 f 的 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 唯一 的 函数 . 
了 则 是 递 推 沪 数 ,其 唯一 性 由 T, 的 唯一 性 所 决定 ,以 后 ,我们 把 函 
数 了 的 展开 式 
fi) =i+m 
= T,(n)+m 
mn 二 m 
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就 称 为 乘法 运算 ,其 结果 称 为 乘法 运算 的 积 . 算 子 ”的 联结 力度 
强 于 “十 ”的 力度 ,所 以 在 没有 括号 的 情况 下 ,应 当先 乘法 ,后 加 法 . 

从 上 述 定义 中 我 们 注意 到 ,乘法 运算 作为 乘法 的 计算 过 程 , 实 
际 上 还 是 同 乘法 有 差别 的 ,作为 乘法 定义 的 合理 性 说 明 , 乘 法 运算 
是 建立 在 我 们 已 定义 的 加 法 的 基础 之 上 的 .并且 ,和 加 法 的 讨论 方 
法 一 样 ,讨论 过 程 中 m 是 任意 给 定 的 ,给 定性 在 于 方便 说 明 , 而 任 
意 性 表明 上 述 的 讨论 实际 上 对 任意 的 两 个 自然 数 都 是 适用 的 . 

乘法 的 基本 性 质 

1. 72。]】 一 72. 


由 乘法 定义 的 条 件 (1) (2) ,后 继 者 的 定义 和 加 法 的 已 证 性 质 ， 


有 、 
m*1l=m.07 
二 m0 二 mm 
二 0 十 mn 
一 Mm, 
即 性 质 1 成 立 . 
2. 对 任意 的 m,n E w, 都 有 
(1)0 .n= 0,， 


(2)m n=m nn. 
证 明 :我 们 对 公式 中 的 n 作 归 纳 证 明 ， 
(1) 在 定义 的 条 件 m，0 二 0 中 , 取 0 = ,再 由 mm € w 的 任意 
性 , 令 m = 二 0, 有 
0.0=0, 
即 当 n= 0 时 ,性 质 (1) 是 成 立 的 . 
设 取 自然 数 n 时 ,0。n = 二 0 成 立 , 则 当 自 然 数 为 n' ,有 
0。7 一 0，。7 十 0 (乘法 定义 条 件 2) 
一 0 十 0 (归纳 假设 ) 
一 0， (加 法 定义 条 件 1) 
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即 当 自 然 数 为 六 时 ,性 质 (1) 还 是 成 立 的 ,所 以 ,由 归纳 原理 ,对 一 
切 自 然 数 性 质 (1) 必然 都 成 立 . 
(2) 令 n= 二 0, 则 有 
mi.0=0 (乘法 定义 条 件 1) 
一 mv0 (同上 ) 
一 M。0 十 0， (加 法 定义 条 件 1) 
即 当 n= 二 0 时, 性质 (2) 是 成 立 的 ， 
设 取 自然 数 4n 时 ,mt，n 二 mn 十 nn 成 立 , 则 当 自然 数 为 7 ， 
有 


mien' 一 7。 有 十 7 (乘法 定义 条 件 2) 
二 mn 二 +n 二 mt (归纳 假设 ) 
二 mn 十 nn 十 m 十 1 (加 法 性 质 1) 
二 mn 十 m 十 n 十 1 (加 法 交换 律 ) 


U 


(m。n 十 m) 十 (n 十 1) (加 法 结合 律 ) 
一 mi 天 十 全 (乘法 条 件 2, 加 法 性 质 1) 

即 当 自然 数 为 x* 时 ,性 质 (2) 还 是 成 立 的 ,所 以 ,由 归纳 原理 ,对 一 
切 自 然 数 ,性 质 (2) 必然 都 成 立 . 

3. 对 任意 的 有 ,m,n € w, 都 有 

(Dm*n=n.m; 

(2)C(kem) on = bk. (me n); 

(3)72。 开 一 1 RAR 和 天 0 一 7 一 27; 

(4)R。(7a 十 1) 一 有 。7 十 必 ，7. 

以 上 性 质 分 别 是 关于 乘法 运算 的 交换 律 .结合 律 .消去 律 和 乘 
. 法 对 加 法 的 分 配 律 . 引用 归纳 原理 ,上 述 每 个 性 质 都 不 难 证 明 , 下 
面 以 (3) 的 证 明 为 例 , 其 余 的 留 给 读者 作为 练习 . 

证 明 : 我 们 对 (3) 中 的 自然 数 进 行 归纳 . 因为 关 0, 不 妨 令 & 
一 1, 有 
m。1 二 m, (乘法 性 质 1) 
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并 且 
n*，1 二 nn,( 同 上 ) 
所 以 ， 
21。1 一 zi。lA1 尖 0 一 7 一 7 
即 当 二 1 时 ,性 质 (3) 是 成 立 的 ， 
设 自然 数 取 时 , m。 上 二 nn.k 有 Ak 隆 0m 二 nn 成 立 , 则 当 
取 名 时 ,好 关 0 已 证 ,有 
1 。 台 一 1 十 ma (乘法 定义 条 件 2) 
2。 人 + 一 2。R 十 2 (同上 ) 
所 以 
m*kt=ne*k Ak'AA0 
me*k+m=n.*k+in 
一 m 二 7 (归纳 假设 ) 
即 当 自 然 数 为 入 时 ,性 质 (3) 还 是 成 立 的 ,所 以 ,由 归纳 原理 ,对 一 
切 非 0 的 自然 数 性 质 (3) 必然 都 成 立 . 


三 .自然 数 的 乘 方 


定义 ”自然 数 集 w 中 的 乘 方 ,是 w 中 满足 以 下 条 件 的 唯一 运 
算 : 对 任意 的 m,n € w， 都 有 

l.m" =1; 

2. m™ = m"»。m. 
我 们 把 mm" 称 为 m 的 2 次 寡 ， 

事实 上 ,由 于 w 冯 他 , 故 对 任意 给 定 的 mr € w,m 都 可 以 作为 . 
初 值 ,使 定义 中 的 两 个 条 件 相应 的 表示 为 

(DT, 0) = 1; 

(2T, nt) = Tn) em. 

所 以 ,由 弟 推 原理 ,(1) 是 初始 条 件 , 但 要 注意 ,此 时 的 初 值 m 
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的 0 次 寡 是 1 而 不 是 mm; 同时 ,由 于 和 2Ew 是 任意 给 定 的 , 故 无 一 例 
外 地 有 了 (0) = 1, 即 0" = 1. 这 和 实用 数学 中 的 乘 方 概念 是 有 区 
别 的 ,但 不 要 忘记 我 们 是 从 集合 的 角度 来 定义 乘 方 的 . 这 里 的 1 是 
指 ,从 名 到 名 的 所 有 映射 所 构成 的 集合 中 只 有 一 个 元 素 即 好 集 ， 
即 {名} ,因此 ,在 理论 上 并 不 存在 矛盾 . 在 实用 数学 中 ,我们 通常 
规定 ,在 m” 中 , 当 n = 0 时 ,m 关 0, 以 排除 掉 0" 的 情况 . (2) 是 一 
个 递 推 公 式 . 显然 , 由 在 前 所 建立 起 来 的 关于 自然 数 的 集合 理论 
和 加 法 、 乘 法 的 定义 ,(1) 和 (2) 中 的 局 必然 是 建立 在 w 到 w 上 的 
一 个 映射 , 即 ,了 :w 一 w. 其 中 ,TT 被 定义 为 对 任意 的 n € w, 都 有 
Tn) = m’”. 

由 在 前 的 证 明 , 当 m= 0, 并 且 n 关 0 时 ,m" 三 多 , 即 从 wn 到 m 的 所 
有 映射 构成 的 集合 是 一 个 空 集 . 

不 妨 在 递 推 原 理 中 , 取 X = w,a 二 m, 递 推 函数 由 条 件 (2) 有 

了 一 ) 一 了 (2 了 一 了 (2))， 
故 可 以 令 上 映射 fo 一 oo = 卫 (2) ,定义 了 为 :GD) == i，m, 则 由 递 
推 原理 可 知 ,F。 是 上 述 f 的 满足 条 件 (1) 和 (2) 的 唯一 的 函数 ,了 
则 是 递 推 函数 ,其 唯一 性 由 卫 . 的 唯一 性 所 决定 ,以 后 ,我们 把 函数 
了 的 展开 式 
f(2) =i.m 
= 卫 《72) 。71 
二 7 。71 

就 称 为 乘 方 运算 ,其 结果 称 为 乘 方 运算 的 震 , 乘 方 运算 的 级 别 高 于 
“.” 和 “十 ” 运算 ,所 以 在 没有 括号 的 情况 下 ,应 当先 乘 方 ,再 乘法 ， 
后 加 法 . 

从 上 述 定义 中 我 们 注意 到 , 乘 方 运算 作为 乘 方 的 计算 过 程 , 实 
际 上 还 是 同 乘 方 有 差别 的 ,作为 乘 方 定义 的 合理 性 说 明 , 乘 方 运算 
是 建立 在 我 们 已 定义 的 乘法 的 基础 之 上 的 . 并 且 , 和 乘法 的 讨论 方 
法 一 样 ,讨论 过 程 中 m 是 任意 给 定 的 ,给 定性 在 于 方便 说 明 ,而 任 
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意 性 表明 上 述 的 讨论 实际 上 对 任意 的 两 个 满足 上 述 要 求 的 自然 数 
都 是 适用 的 . 
乘 方 的 性 质 
对 任意 给 定 的 自然 数 上 ,myz, 都 有 
lL.m! =m; 
2.0"=0 (nA0); 
3.m™ 一 m" ms 
4. (me n= mm 
5. (Mm)* = mm"™. 
我 们 对 其 中 的 性 质 3 作证 明 ,其 余 的 留 给 读者 做 练习 使 用 . 
证 明 :我 们 对 性 质 3 中 的 & 作 归纳 证 明 . 当 % = 0 时 ,有 
m™ 一 m” (加 法 定义 条 件 1) 
一 mm"。1 (乘法 性 质 1) 
二 m”"。m". 〈 乘 方 定义 条 件 1) 
即 当 二 0 时 ,性 质 3 是 成 立 的 . 
设 自然 数 取 上 时 ,性 质 3 成 立 ,考察 妨 时 的 情况 . 有 


mm" 一 met! (加 法 性 质 1) 

= mitt (加 法 交换 ,结合 律 ) 

一 mr 人 (加 法 性 质 1) 

=m" mt (归纳 假设 ) 

二 m”"。m。m* 【〈 乘 方 定义 条 件 2) 

二 m”"。m*。m 【〔 乘 法 交换 律 ) 

=m" mt ( 乘 方 定义 条 件 2) 
即 当 上 驴 时 性 质 3 依然 成 立 , 由 归纳 原理 ,对 一 切 &E w, 性 质 3 都 是 
成 立 的 . 
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第 八 节 ”第 二 归纳 原理 


在 以 上 讨论 过 程 中 , 凡 涉 及 证 明 , 在 可 能 的 情况 下 ,我 们 都 使 
用 了 归纳 原理 . 一 般 来 说 ,涉及 自然 数 集合 的 多 数 问题 ,我 们 虽然 
都 有 可 能 考虑 好 纳 原理 . 但 我 们 现在 所 使 用 的 归纳 原理 是 受到 一 
定 的 限制 的 . 例如 ， 

命题 ” 任 一 不 小 于 2 的 自然 数 ,必定 能 表示 为 一 些 质数 的 乘 
积 . 

用 原来 的 归纳 原理 对 这 个 命题 进行 证 明 是 困难 的 ,因为 当 我 
们 假设 nn 能 被 表示 为 一 些 质数 的 乘积 ,如 i，k,，…。，k 时 ,mn 实 
际 上 是 无 法 利用 这 一 归纳 假设 的 ,因此 也 就 无 法 完成 命题 的 证 明 . 
正 因为 如 此 ,我 们 必须 考虑 加 强 归 纳 原理 的 条 件 , 使 它 能 在 更 广 的 
范围 中 得 以 应 用 .第 二 归纳 原理 就 是 这 样 考虑 的 一 个 结果 . 相对 于 
第 二 归纳 原理 ,我 们 把 原来 的 归纳 原理 称 为 第 一 归纳 原理 . 

第 二 归纳 原理 ” 设 ACw, 并 且 A 满足 以 下 条 件 :对 任意 的 
E w 都 有 ,如 果 任 何 小 于 的 自然 数 m 都 是 属于 4 的 ,那么 ,如 果 
n 属 于 A, 则 A = w. 

应 用 逻辑 的 输入 律 , 第 二 归纳 原理 逻辑 等 值 于 命题 “ 设 A 己 
w, 并 且 A 满足 以 下 条 件 : 对 任意 的 xn € ww 都 有 ,如 果 任 何 小 于 的 
自然 数 m 都 是 属于 A 的 ,并 且 nn 属 于 A, 则 A=w.” 命 题 中 A 所 
满足 的 条 件 为 

VmnEwm<nAmEAAnEA). 

同 第 一 归纳 原理 比较 ,在 第 二 归纳 原理 中 ,初始 条 件 0E A 从 
字面 上 消失 了 , 递 推 公式 则 从 n € A 一 x" € A 加 强 为 上 面 的 公式 . 
事实 上 ,由 于 ASw, 因 此 ,0E A 是 不 言 而 喻 的 , 它 显然 被 包含 在 
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了 加 强 的 公式 之 中 . 


证 明 : 设 A 关 w, 则 w ~ A 关 久 .由 最 小 数 原理 ,w ~ 和 A 必然 有 ， 


最 小 数 , 记 为 no ,所 以 对 任意 的 mx 二 no, 都 有 m € A, 由 归纳 假设 ， 
m<nAmEAAn, EA. 
这 显然 与 mw E w ~ A 相 矛 盾 , 故 A 关 w 是 错误 的 ,必然 有 A = w. 
现在 ,我 们 用 第 二 归纳 原理 证 明 上 面 提出 的 命题 . 
设 A= {n€w~ {0,1) | n 能 表示 为 质数 之 积 ) U {0,1}， 
对 任 一 n 之 1, 车 除 0,1 外 的 所 有 小 于 nn 的 自然 数 都 能 表示 为 
质数 的 乘积 ,现在 考虑 n. 
如 果 nn 本 身 就 是 质数 , 则 命题 已 经 成 立 ，; 
如 果 n = m。&, 其 中 ， 
1 过 <k<n, 
1<<7m << 7， 
并 且 ,m,& 中 至 少 有 一 个 不 是 质数 ,那么 由 归纳 假设 ,m,k 都 是 能 
表示 为 质数 的 乘积 的 , 当然 n 也 能 表示 为 质数 的 乘积 , 所 以 ,n € 
A. 所 以 ,由 第 二 归纳 原理 ,A = w. 命题 为 真 . 
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思考 与 练习 

1. 计算 : (2 六 ，U ({2)*); 并 证 明 : 对 于 任意 集合 4, 都 有 
U (A}')= A'. 
2. 证 明 : 对 于 任意 自然 数 2，U (xn*) 一 ,但 不 能 是 任意 的 


集合 . . : 
3. 证 明 : 在 任意 的 自然 数 上 和 ?7 的 后 继 者 n1 之 间 , 不 存在 其 他 
的 自然 数 . 
4. 证 明 : 若 U (4A) = A, 那 么 ,如 果 A 是 自然 数 集 w 的 非 空 子 
集 , 那 么 ,A = ww. 


5. 设 ACw. 当 且 仅 当 存在 xE w, 使 得 对 任意 的 n€ A, 都 有 
n 忒 u, 则 称 A 有 上 界 , 并 称 4 是 A 的 一 个 上 界 . 证 明 ; 车 ACw 且 
A 关 2, 那 么 ,车 A 有 上 界 , 则 A 有 最 大 数 ( 即 存在 m € A, 使 得 对 
任意 的 n€ A, 都 有 nn 二 m). 

6. 给 定 非 空 集合 X 和 a € XX, 令 f:wXX 一 XX, 证 明 ;存在 唯一 
的 函数 x:w 一 X ,满足 

(1)u(0) = ai 

(2)uln ) = fln,uln)). 

7. 证 明 : 对 任意 自然 数 m,n,m 二 n, 当 且 仅 当 存在 pEw 且 p 
关 0, 使 得 n= m 十 pb, 并且 ,如 果 这 样 的 p 存 在 ,那么 p 是 唯一 的 . 

8. 给 定 任意 集合 4A,B, 若 N(A) = n,N(B) = m, 那 么 

(1) 车 ANMmB 关 名 , 则 NC(AUYUB)=n++m; 

(2IN(AXB)=n.m. 
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第 六 章 ”集合 的 等 势 与 受制 


在 本 章 的 讨论 中 ,我 们 将 再 回 到 集合 的 一 般 理 论 上 ,并 以 前 述 
内 容 为 基础 ,把 集合 论 的 系统 构建 引 向 深入 . 


第 一 节 集合 的 等 势 


数量 问题 ,是 人 们 在 实践 中 经 常会 遇 到 的 问题 . 在 对 集合 的 认 
识 和 实践 中 也 是 一 样 . 人 们 对 任意 给 定 的 两 个 集合 ,常常 需要 关 
心 ,它们 谁 的 元 素 可 能 会 多 一 些 或 者 会 少 一 些 . 当然 ,对 两 个 有 限 
集 来 说 ,这 看 起 来 是 一 个 不 难于 回答 的 问题 : 数 一 数 它们 的 元 素 的 
个 数 就 可 以 了 .但 对 于 无 限 集 ( 这 肯定 是 存在 的 ,例如 归纳 集 ,或 者 
传递 集 ) 之 间 的 比较 可 能 就 有 问题 了 , 因为 无 限 集 的 元 素 肯 定 是 
无 法 数 完 的 . 其 实 , 就 是 对 有 限 集 来 说 ,“ 数 ”的 方式 也 可 能 是 有 问 
题 的 , 当 集 合 元 素 的 数量 虽然 有 限 但 非常 多 时 ,用 “ 数 ” 的 方式 总 
会 存在 这 样 或 那样 的 困难 . 那么 ,究竟 该 如 何 去 比 较 集合 之 间 元 素 
的 数量 呢 ? 这 就 是 本 节 需 要 回答 的 问题 . 

从 两 个 有 限 集 元 素 的 数量 比较 方式 来 看 ,除了 "“ 数 ”的 方式 
外 ,其 实 还 存在 一 种 “配对 ”的 方法 :我 们 将 两 个 集合 的 元 素 逐 一 
地 配对 ,如 果 它 们 的 元 素 刚好 能 配对 ,我 们 就 能 断定 它们 的 元 素 是 
同样 地 多 的 . 下 面 ,我 们 就 把 这 种 “配对 ”的 方法 发 展 到 两 个 无 限 
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集 的 数量 比较 上 去 , 从 函数 或 者 映射 的 观点 来 看 ,两 个 集合 的 元 素 
是 否 刚 好 “配对 ”, 就 是 能 否 在 两 者 之 间 建 立 起 一 个 双 射 的 函数 关 
系 . 


一 .等 势 的 定义 


定义 ”对 于 集合 A,B, 当 且 仪 当 存在 从 A 到 B 上 的 一 个 双 射 
时 , 称 A 等 势 于 B, 记 为 
AB. 
集合 A 等 势 于 集合 B ,其 含义 是 说 A 的 元 素 和 B 的 元 素 “ 同 样 
多 ”. . 
例 1 记 w. Cw 为 一 切 自然 数 中 的 偶数 的 集合 ， 
f :ww:, 
对 任意 的 n E€ w, 定 义 为 : 
fn) = 2n 
显然 , 是 从 w 到 w: 的 一 个 双 射 ,所 以 有 
在 上 述 例子 中 ,尽管 w- 只 是 ww 的 一 个 真子 集 ,但 由 于 在 二 
者 之 间 确 实 能 够 找到 这 样 一 个 “配对 ”的 双 射 ,所 以 它们 是 等 
势 的 ， 
例 2 实数 集 R 中 的 开 区 间 (0,1) 之 R 
事实 上 ,对 于 集合 R 和 (0,1) 来 说 ,存在 映射 
了 (0，1) 一 及 ， 
对 任意 的 x E (0,1), 只 需 定 义 为 
f(x) = cotrz， 
由 余 切 三 角 函 数 的 性 质 , 当 x 一 0 时 ,cotrz 一 十 co, 当 zz 一 工时， 
cotrz 一 一 co, 所 以 ,上 必定 是 由 (0,1) 到 R 上 的 双 射 . 故 
(0,1) > R. 
。 171 。 


例 3 wwXwsow. 
对 于 自然 数 集 wo 笛 卡 尔 乘 积 o X w, 先 作 如 下 的 一 个 分 类 ， 
把 {(0,0)} 称 为 第 0 类 , 记 为 0; 
把 {C0,1),(1,0)}) 称 为 第 1 类 , 记 为 1; 
把 (C0,2),(1,1),(2,0)) 称 为 第 2 类, 记 为 2; 


seese 


现在 设 
Jo X ww, 
并 且 定 义 了 为 
Fonym = 二 mm， 
那么 ， 


WXw 2 w. 
这 是 因为 ,首先 ,我 们 能 够 证 明 上 述 的 f 是 单 射 . 因为 ,对 任 给 
的 (m,n) 关 (k,j) ,或 者 有 : 
1.m 十 n 关 十 j ,这 表明 (Gm,n) 和 (kj 必然 不 是 同一 类 .不 妨 
设 m 十 n 守 & 十 j, 即 (m,n) 属于 比 (8,j) 要 大 的 类 ,由 已 证 定理 , 必 
然 有 
Mm 十 nn 之 (十 站 十 1， 
所 以 ,有 
(m 十 0) 十 1 > (十 站 十 1， 
于 是 ,有 
(十 四 。(( 关 十 人 十 1) 沁 ( 十 让 (十 门 十)， 
(和 十 们 ((m 十 人 十 1) 、 (十 力 ((E 十 力 十 1) 
2 > 2 : 


现在 , 对 于 函数 表达 式 中 的 mx 和 ,我 们 能 够 了 解 的 仅仅 是 它们 
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是 作为 某 类 中 (m,n) 的 顺序 指标 出 现 的 ,因此 有 m 之 0, 之 0. 故 
不 妨 考虑 
flm,n) — fk,7) 


_ (mm 二 nD)((m 十 区 十 1) (kDORTDCD 
2 


2 

的 性 质 符 号 . 由 于 通 分 后 去 掉 分 母 2 并 不 改变 结果 的 性 质 符号 , 故 

上 式 整 理 后 有 : 
(Cm 二 72) 十 (十 让) Cm 十 2) 一 (十 站) 十 (Om 十 n) 一 (十 

7))) 十 (2m 一 2&)， 


十 和 


因为 
m 二 nn 之 上 十 j， 
所 以 ， 
(m 十 n) 一 (&k 十 7) 之 0， 
由 已 证 ,又 有 
(m 十 n) 一 (十 站 之 1， 
于 是 有 


(Cm 十 nD) 十 (十 )) (Cm 十 72) 一 (十 让) 十 (Cm 十 n) 一 (kk 十 
7)) 二 (2m — 2k) 

宇 《((Cm 十 0) 十 (十 让) 十 1 十 (2m 一 2k) 

3m 十 nn 十] 一 &. 
再 由 (和 十 四 一 (二 7) 盖 0 有 

m 十 n 十 ] 之 上 &， 
所 以 ， 
3m 十 nn 十] 一 上 之 2m 之 0， 
即 
fim,n)— f(k,7) > 0. 

可 见 , 当 (m,n) 天 (R,7) 并 且 两 者 不 属于 同一 类 时 ,函数 了 是 单 射 . 

或 者 有 
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2. (m,n) 关 (k,j) 并 且 两 者 属于 同一 类 时 ,有 
m 十 n= 二 上 十 j. 
此 时 ,必然 有 m 关 &, 否 则 ,就 会 出 现 n = j, 这 同 (m,n) 天 (7) 显 
然 矛盾 . 故 还 是 必然 有 
fm,n)— f(k,7) 天 0， 

这 说 明 在 2 的 可 能 情况 下 函数 f 依然 是 单 射 . 

综 上 所 述 ,函数 /是 wXw 到 w 上 的 . 

其 次 可 证 ,f 是 w Xw 到 wm 上 的 一 个 满 射 . 

首先 , 当 m= 二 n= 二 0 村 ,f(0,0) = 0, 即 0 € ran( 记 . 

现 假设 f(m,n) = p € ran( 了 ) ,考察 p' 的 情况 . 我们 看 紧 跟 
在 元 素 (m,n) 后 面 一 个 元 素 S 的 情况 . 若 S,(m,z) 同属 于 & 类 ,由 
上 述 分 类 的 规律 ,S = (om ) ,从 而 有 

fmt sn ) = Cmte mt + mt 


tt DD tl 


= e+ mtD+D ntl 
二 p 十 1 
= pt € ran(f). 
若 (m,n) 刚好 属于 第 类 最 后 一 个 元 素 , 所 以 , 紧 跟 其 后 的 元 
素 S 就 应 该 是 第 十 1 类 元 素 的 第 1 个 ,那么 此 时 有 (m,n) 一 〈k， 
0),S = 二 (0, 十 1) ,因此 ,由 归纳 假设 


_ At 十 D | 
2 
= pE€ ran(f), 
而 
0, 十 1) = DOT + 
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(十 1)(k 十 2) 
2 


1 
= pp 十 1 
= p'€ ran(f), 
由 归纳 原理 ,ran(f) = w, 即 ,f 必然 是 满 射 . 
综 上 所 述 ,所 建立 的 函数 f 必然 是 w Xw 到 w 的 . 所 以 ， 
wWwXwXw, 


例 4 w 关 [0,1). 
定义 级 数 a “ 10 称 为 一 个 标准 十 进 制 小 数 , 当 且 仅 


当 a 在 {0,1,2,…，,9} 中 取 值 ,并 且 不 从 某 项 起 全 为 9. 

可 以 证 明 ,[0,1) 中 的 任 一 实数 ,都 可 以 表示 成 唯一 的 标准 十 
进 制 小 数 ;同时 , 任 一 标准 十 进 制 小 数 , 也 必然 收敛 于 [0,1) 中 的 
某 个 唯一 的 实数 . 

由 定义 中 对 a; 的 规定 ,每 个 标准 的 十 进 制 小 数 实际 上 都 对 
应 着 一 个 (ai)ie。 的 序列 ,如 ao ,a ,az，……,a,，…, 我 们 把 这 样 的 
序列 也 因此 称 为 一 个 标准 的 十 进 制 序列 . 在 上 述 的 规定 之 下 ,区 
间 L0,1) 就 等 势 于 由 一 切 标准 十 进 制 序列 构成 的 集合 D. 即 
[0,1) sD. 1890 年 , 康 托 尔 以 对 角 线 方法 证 明了 w Z% [0,1) ,证 
明 过 程 如 下 : 

设 f 是 w 到 DD 的 一 任意 的 映射 , 即 f:w 一 DD, 定 义 为 

f(7) = (ai)ie,, 

则 有 
f(0) = @ ,a a? as 
f(1) = al ,al ,al ,al, 
f(2) = ai ya! yat ,a 
f(3) = ai ,al ai ,a3 
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现在 ,我 们 来 构造 一 个 这 样 的 标准 十 进 制 序列 , 令 


b= (bi);,€E ww, 
使 得 对 于 每 个 i € w, 都 有 
bx ai 
即 在 
b = bo,b1 ,bz ,b3,"" 


中 ,有 bw 关 @8 ,0 关 al,bs 关中 ,bs 关 Q3,… 由 此 方式 所 构造 的 2 区 
ran( 了 ,可见 ,f:w 一 DD 不 是 满 射 . 

由 于 f 是 任意 的 ,可 见 , 从 w 到 DD 内 的 映射 都 不 会 是 满 射 , 当 
然 从 w 到 DD 上 不 存在 双 射 ,所 以 ,w 关 呈 ,从 而 ww 和 关 [0,1). 

例 5 多 (XX) 2X， 

这 是 因为 对 任意 的 羡 , 任 设 A 己 XX, 则 可 令 

Ca:X—2 
为 一 映射 ,由 于 A 的 任意 性 ,可 以 把 2* 作为 定义 在 X 上 的 所 有 特 
征 函 数 的 集合 , 即 
2*=(A|ACX). 


现在 取 映 射 

了 :8(X) 一 274， 
则 对 任意 的 A € 6(X) ,都 有 

f(A) = Ca， 
所 以 ， 

PX) 27. 


二 .关于 等 势 的 一 般 性 质 


1. 对 任意 的 集合 4,B,C， 

(1) 自 返 性 :A > A. 

以 A 上 的 恒 等 函 数 为 , 则 有 f:A 一 A 必然 是 双 射 , 故 自 返 性 
成 立 . 


(2) 对 称 性 :A > B 一 B ~ A. 
这 是 因为 ,如 果 存 在 f 是 使 得 A > B 的 那个 双 射 ,那么 ,由 双 
射 的 性 质 , 广 : 也 必然 是 由 BB 到 A 上 的 双 射 ,所 以 ,必然 有 B 过 4. 
(3) 传递 性 :A 之 BA Bx CA~C. 
因为 ,如 果 A ~ B, 是 存在 A 到 B 上 的 双 射 ;而 如 果 B 有 CC， 
则 存在 B 到 C 上 的 双 射 g ,由 已 证 ,如 果 f,g 都 是 双 射 ,那么 ,g ， 了/ 
一 定 是 由 A 到 C 上 的 双 射 , 故 4 = C. 
2. 对 任意 的 集合 4,B,C,D， 
(DA~CABx~D>AXB2CXD. 
证 明 : 由 ACA BDD, 存 在 双 射 f,g, 使 得 
4 一 C， 
g:B—D. 
现在 令 
g*f:AXB-=CXxD, 
定义 :对 任意 的 (a,6) € A x B, 都 有 
g* fl((a,b)) = (fla),g(0)), 
那么 ,g。f 就 是 A XB 到 CxXD 上 的 一 个 双 射 .而 AXBxzCXxD. 
这 是 因为 ,如 果 g，f 不 是 A XB 到 CxXD 上 的 单 射 ,由 单身 
的 定义 , 则 在 AXB 中 一 定 还 存在 (x,y) 并 且 (x,y) 关 (a,b) ,使 得 
g。 jzyy)) = (f(r) ,gy)) 
= (f(a),g(6)), 
由 序 偶 的 相等 ,必然 有 
fla) = f(z), 
并 且 
g(b) = g(y), 
由 于 (z,y) 关 (a,6) ,因此 ,或 者 有 xz 关 a, 但 由 f(a) = f(x), 这 与 
是 单 射 相 矛盾 ;或 者 有 y 关 65, 但 由 g(5b) = g(y), 这 与 g 是 单身 
相 了 矛盾. 综 上 所 述 ,g， 了 在 上 述 给 定 的 条 件 下 只 能 是 单 射 . 
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如 果 g。，.f 不 是 A XB 到 CXxD 上 的 满 射 , 则 必定 存在 (zx. ,y,) 

E CXD, 使 得 
(zeyyza) 区 ran(CgE。 亡 ， 

这 或 者 是 因为 zc &@ ran( ,或 者 是 因为 yp 4 ran(g) ,但 无 论 哪 种 
情况 ,都 是 同 已 知 f,g 都 是 满 射 相 了 矛盾 的 , 故 g，f 只 能 是 AXB 到 
Cx D 上 的 满 射 . 

综 上 所 述 ,在 给 定 条 件 ACA BxzDT 下 ,g， 了 一 定 是 A x 
B 到 C xD 上 的 一 个 双 射 ,所 以 ， 

AxBCxD. 

(2)4A<<CAB>DA4nC=BnD=GmA4UB= 
CUD. 

证 明 : 若 A 才 CA BD, 则 一 定 存在 双 射 Ag ,使 得 


f:A—C, 
并 且 
g:B—D. 
令 F:A U BC UD, 定 义 下 为 
f(x) rEANrEGB,; 
F(zr) = -g(x) TEBArEA; 


(f(x),g(7x)) EAAzrEB. 
由 于 ANMNMC= BN 人 ND= 名 ,因此 ,不 可 能 存在 某 个 zx。€ A, 使 得 
Zo 二 f(x); 也 不 可 能 存在 某 个 zx, € B, 使 得 x 二 g(x) ,因此 也 就 
不 可 能 存在 某 个 x。€ A A x。E€ B 时 (或 者 存在 某 个 xz, €E A A zx 
E B 时 ), 使 得 
. (f(r),g(r)) = (FFCzo)y 8(Czo))， 
或 者 
(f(x),g(7x)) = (fri) g(r)), 
因此 ,不 难 验证 ,F(zx) 必然 是 A UB 到 C U D 上 的 一 个 双 射 , 即 有 
AUBzSG&CUD. 
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(3)A ~ B— P(A) ~ 10(B). 
证 明 : 因 为 As 有, 故 必定 存在 双 射 /使 得 f:A 一 B. 设 映射 
下 :8(4A) 一 只 (B) ,对 任意 的 XE (A), 定 义 下 为 
F(X) = {f(a) | VaGa EX))， 
由 于 f 是 A 到 B 上 的 双 射 , 故 不 难 验 证 下 必然 是 纪 (A) 到 各 (B) 上 
的 一 个 双 射 ,所 以 ,由 A x B, 有 
PA) ~ 1B). 
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第 二 节 “有 限 集 


在 本 节 的 讨论 中 ,我 们 将 利用 等 势 的 概念 给 出 有 限 集 和 无 限 
集 的 定义 ,并 讨论 两 者 之 间 的 关系 . 


一 ,有限 集 与 无 限 集 的 定义 


定义 ”对 于 集合 4, 当 且 仅 当 存在 某 个 自然 数 m” 使 得 4 盖 m， 

则 称 A 是 有 限 集 , 即 
A 有 限 人 3zcEow( 4 一 7)， 

在 前 一 章 自然 数 集 的 讨论 中 ,我 们 已 经 证 明了 自然 数 集 的 任 
何 一 个 元 素 都 是 有 限 集 . 在 上 述 的 定义 中 ,我 们 正 是 利用 了 自然 数 
的 这 一 特征 ,来 分 辨 集合 的 有 限 和 无 限 . 下 面 ,在 继续 深入 讨论 之 
前 ,我 们 需要 解决 的 一 个 问题 是 :A 2 n 并 且 A < m, 由 等 势 的 传 
递 性 当然 有 ms ,但 能 否 由 此 推出 m == n? 从 人 们 的 经 验 上 看 这 
是 显然 的 ,但 在 逻辑 上 却 并 不 显然 . 因为 对 更 多 的 集合 来 说 ,等 势 
但 却 并 不 等 同 . 下 面 ,我 们 首先 需要 证 明 的 就 是 ,对 任意 的 m,n E 
w, 都 有 


二 .等 势 于 有 限 集 的 自然 数 的 唯一 性 
引 理 1 “与 空 集 2 等 势 的 集合 只 有 空 集 2. 
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由 自然 数 的 集合 定义 , 引 理 1 等 于 说 :与 0 等 势 的 自然 数 只 能 
是 0. 
证 明 : 设 集合 4 = 好 ,由 等 势 的 定义 ,存在 双 射 了 ,使 得 /: 
多 一 A. 但 我 们 已 经 证 明 对 任意 集合 A 来 说 ,都 有 
A 一 (好 )， 
由 于 双 射 应 当 是 满 占 的 ,所 以 必定 有 
ran(f) = A = ran(), 


即 有 

A= 8， 
所 以 

GG 
特别 地 ， 

0 2 0. 


引 理 2 对 任意 的 m,n, 都 有 
mnm = n. 

证 明 :我 们 运用 归纳 原理 , 设 集合 T= {n€Ew| YmE€ wm 
nm = n)}, 

1.0ET. 

这 是 引 理 1 的 自然 结果 ， 

2. 设 n€T, 即 对 任意 的 mE w 人 m 之 n 一 m 二 n 为 真 ,考察 
n' 的 情况 ， 

车 设 定 mn ,那么 由 于 x 了 关 0, 由 已 证 ,m 关 0. 不妨 设 k 是 
m 的 先行 者 , 故 有 驻 一 和 ,由 等 势 的 传递 性 ,生生 .下 面 , 如 果 我 
们 能 证 明 全 一 一 ,或 者 能 证 明 上 = ,当然 就 可 以 了 ， 

因为 人 心 ,所 以 存在 双 射 ,使 得 in” 一， 

如 果 在 双 射 从 n* 到 所 的 一 一 对 应 中 ,恰好 有 f(n) = 二 ,如 
下 面 的 图 形 所 示 : 

»。 181 « 


0 1 人 人 大 k: 


则 三 的 限制 /| ”就 是 从 二 到 & 上 的 双 射 ,必然 有 ?2s 上 ,有 归纳 假 
设 ,n 二 .再 由 的 定义 ,有 m 二 nn, 当 然 有 驶 二 ,所 以 nt ET. 

如 果 在 双 射 从 n!' 到 &' 的 一 一 对 应 中 ,有 f(n) 关 &, 则 必然 
是 存在 某 个 i € nm' ,使 得 f(i) = ,如 下 面 的 图 形 所 示 : 


0 1 有 ek 
此 时 ,f(n) 三 所 .我 们 不 妨 另 设 一 个 映射 g 来 代替 ,使 得 


k 1 一 72 
co i= 广 (R) 
GD) 1 天 mA 人 ii 关 广 (RE)， 
显然 ,如 上 述 方式 g 是 从 n1 到 k* 上 的 双 射 * 并 且 恰 好 有 8(z) 一 大 
因此 ,g | n 依然 是 由 nn 到 k 上 的 双 射 , 故 有 ?= A, 由 归纳 假设 ,有 
nn 二 上 从 而 有 二 有 = my 所 以 ,nT. 
综 上 所 述 , 由 归纳 原理 ,T= w, 即 
Vm,n € wm nm = n). 
引 理 2 断定 , 同 任何 一 个 给 定 的 有 限 集 等 势 的 自然 数 都 分 别 
只 能 是 唯一 确定 的 . 既然 如 此 ,我 们 以 后 把 同 有 限 集 A 等 势 的 自然 
数 ”, 称 为 A 的 元 素 的 个 数 , 记 为 
N(A)=n. 
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当然 ,特别 地 有 
N(n) = n.. 

引 理 3 设 BEn; 则 jm EwA (m<n(B om)). 

证 明 : 设 T= {n€Ew| VB(BSGn~> jmEwAm<n(B 
m))) ,我 们 用 归纳 原理 . 

1.0E 了 工 . 

这 是 因为 , 当 = 0 时 , B 皇 ,的 值 永 假 ,所 以 ,公式 

VB(BSFG0> jmEwA m=0Bm)) 

的 值 永 真 . 

2. 设 nET; 即 设 公 式 YBFEn=jmEwAhAm<n(B2m) 
为 真 ,来 看 ni、 

若 B 生 nw, 那么 由 于 B 和 nn 都 是 n' 的 子 集 , 因 此 必须 考虑 z= 
和 8 的 需 序 问题 . 

(1) 如 果 n 对 B, 由 BC 一 nU {n}, 那 么 ,或 者 有 B==n, 或 
者 有 BEn. 

如 果 是 B = ,不 妨 我 们 就 取 m = nn, 必 然 有 m 二, 并 且 由 
B= m, 当 然 有 Bm. 

如 果 是 BE n, 由 前 一 章 所 证 ,有 至 n, 由 归纳 假设 ,3m € 
ww 人 mm 二 n((B 过 Lm)) 为 真 ,当然 jmEwAAm 二 nr (B 之 mm) 也 
为 真 . 综 上 所 述 ,在 (1) 的 情况 下 ,总 有 Bm 成 立 , 故 n€E 工 

(2) 如 果 是 mn € B, 不 妨 将 n 从 B 中 减 去 ,有 

B’'=B~ {n). 

由 假设 条 件 B 插 n' ,和 差 集 的 性 质 ,必然 有 B 等 到 一 2U 
{n). 因 为 nF B' ,所 以 B' 皇 n, 否 则 ,由 B= BU {n) 二 nt 必然 
同 假设 矛盾 . 由 归纳 假设 , 3mEwAm<nm(CBs7m), 即 存在 双 射 
f:m 一 B'. 现 在, 我们 对 下 作 如 下 的 补充 , 令 
fC2) i€m, 
n i=m. 


g(1) = 


183 。 


不 难 验 证 ,在 映射 g:m 一 已 中 ,g 为 一 双 射 ,从 而 有 m' = B. 
有 于 加 过 nn;, 所 以 m! 过 nt ,可 见 , 只 要 有 B 生 7 ,就 一 定 存在 m' 志 
nt ,使 得 Bm', 即 n+€ 工 . 

综 上 所 述 ,由 归纳 原理 ,T = w, 引 理 3 成 立 . 

定理 。” 有 限 集 的 任意 子 集 都 是 有 限 集 . 

证 明 : 设 A 是 有 限 集 ,由 已 证 ,存在 n € w 并 且 存 在 双 射 f: 
A 一 n, 使 得 A 之 n. 令 BSCA, 则 如 果 B= A, 那 么 定理 当然 已 经 成 
立 . 如 果 B 圣 A, 则 因为 是 双 射 ,所 以 必然 有 f(B) 家 f(A) 一 并 
即 有 f(B) 笃 n. 由 已 证 ,一 定 存在 m € w A m < nn(f(B) 3m). 
再 由 了 是 双 射 ,有 f(B) ~ B, 由 等 势 的 传递 性 ,必然 有 Bm. 即 
B 只 能 是 有 限 集 . 由 于 集合 BS A 是 任意 的 , 故 任何 有 限 集 的 任意 
子 集 都 是 有 限 集 成 立 . 

定理 。 任何 有 限 集 A 都 不 能 与 其 任意 的 真子 集 B 等 势 . 且 
N(B) < N(A). 

证 明 : 设 集合 A 有限, 集合 B 皇 A. 

因为 A 是 有 限 集合 ,由 已 证 ,存在 自然 数 ”使 得 4 zn. 并 且 
A 的 元 素 的 个 数 N(A) = n; 再 由 B 掀 A, 则 由 已 证 必定 存在 自然 
数 m 二 n, 使 得 Bm, 并 且 B 的 元 康 的 个 数 N(B)= 二 m. 由 过 
n 可 知 A,B 的 元 素 不 可 能 “配对 ”同样 多 ,因此 ,B 不 能 同 A 等 势 . 
又 因 m 二 nn, 即 N(B) 二 NC(A). 由 A,B 集 合 的 任意 性 ,定理 成 立 . 

上 述 定理 实际 上 描述 了 一 个 集合 为 有 限 集 的 必要 条 件 :A 有 
限 ,除非 4 不 与 其 任何 真子 集 等 势 . 我 们 把 这 个 必要 条 件 的 否定 作 
为 推论 ,以 便于 在 证 明 中 应 用 . 

推论 ” 若 集 合 A 与 其 某 个 真子 集 等 势 ,那么 A 是 无 限 集 . 
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一 .受制 的 定义 


定义 ”对 于 集合 A,B, 当 且 仅 当 存 在 从 A 到 B 内 的 某 个 单 
射 , 则 称 A 受制 于 B, 记 为 
AdB. 
并 且 , 当 香 仅 当 AdB A A ZB, 称 A 严格 受制 于 B, 记 为 
A<B. 
受制 是 集合 之 间 数 量 关 系 的 另 一 种 反映 方式 .A4B, 是 说 
N(A) 不 会 大 于 N(B), 而 A< B, 则 肯定 N(A) 一定 是 小 于 N(B) 


的 . 例如 ,对 于 集合 w 和 ww 设 f;w. 一 w, 定 义 f 为 f(n) = 去 ", 则 显 


然 了 是 由 w. 到 w 内 的 一 个 单 射 , 故 有 w. 4 w. 反之, 若 设 g ;ww， 
定义 g 为 g(n) ==2n, 则 g 是 w 到 w, 内 的 一 个 单 射 , 故 w4w. 事实 
上 我 们 知道 ,w. 和 w 的 元 素 是 “配对 同样 多 ”的 ,因此 它们 是 互相 受 
制 的 . 又 如 ,对 于 集合 w 和 [0,1), 设 f:w 一 [0,1), 定 义 f 为 f(n) = 


二 了 ' 则 显然 了 是 由 w 到 [0,1) 内 的 一 个 单 射 , 克 有 w4 [0,1). 而 


我 们 已 知 ,w 和 [0,1) 是 不 等 势 的 ,所 以 ,有 w < [0,1). 
关于 受制 的 定义 ,应 当 注意 以 下 几 点 : 
定义 的 等 价 形式 :集合 4 受制 于 集合 日 , 当 且 仅 当 人 A 与 妃 的 某 
个 子 集 等 势 . 即 
4qdBe4、~CSEB. 
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这 是 因为 , 若 A 人 CS B, 则 存在 双 射 f:A 一 C, 所 以 ,f 必然 
是 从 A 到 B 内 的 单 射 ,当然 有 A4B; 反 之 ,车 Ad B, 即 存在 从 4 
到 B 内 的 单 射 / ,当然 f 一定 是 从 A 到 f(A) = CCB 的 双 射 , 故 
As (C. 

由 定义 ,一 般 有 : 若 4SB, 则 4AqB, 由 于 4SA, 所 以 ， 
A4A. 但 要 注意 的 是 , 即 令 A 乒 B, 但 A 到 B 并 无 必然 性 .如 w. 皇 
ws,[0,1) 至 R 都 是 例证 . 

由 受制 的 定义 ,受制 关系 具有 传递 性 . 即 

4d4B 人 BdC- 一 Ad4dC， 

这 是 因为 ,由 A4B, 则 存在 单 射 :4 一 B; 由 BqC, 则 存在 单 
射 g:B 一 C, 所 以 ,由 映射 的 复合 ,必然 有 单 射 g。f:B 一 C, 所 以 ， 
AdC. 


二 、Cantor 的 最 大 集合 不 存在 定理 


定理 “对 于 任意 集合 X, 都 有 X < 和 (XX). 

本 定理 断定 的 是 ,任意 集合 都 严格 受制 于 它 的 客 集 . 

证 明 : 先 证 明 对 任意 集合 而 言 , 都 有 和 Xq 纪 (X)， 

设 F:X 一 82(X) ,对 任意 zEX 定 义 了 为 F(z) = {zx). 显 然 ， 
了 是 X 到 纪 (X) 内 的 一 个 单 射 ,所 以 ,X4 纪 (X). 

其 次 证 明 X 同乡 (X) 不 能 等 势 . 

设 f 是 X 到 纪 (X) 内 的 任 一 映射 , 则 对 任 一 x € X,f(x)€E8 多 
(X) ,所 以 ,必然 有 f(x) 己 义 ,由 子 集 公理 ,我 们 如 下 构造 集合 B， 
使 得 

B= (rE XIzxrE f(z)}. 

由 子 集 公理 ,集合 X 的 这 样 的 子 集 B 肯定 是 存在 的 .那么 ,以 下 只 
需要 说 明 B 4 ran( 了 ) 就 可 以 了 . 

事实 上 ,集合 B 的 定义 的 等 价 形式 为 : 
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YrE€E X(t E€E Bor § f(x)), 
从 而 由 外 延 公理 ,对 任 一 ZE X, 都 有 f(z) 天 日 ,这 就 足以 表明 也 
人 ran(, 即 从 和 到 欠 (X) 内 的 任意 映射 了 都 不 能 是 满 射 ,当然 更 
不 能 是 双 射 ,因此 开关 纪 (CX)， 即 
X < (X). 

由 于 纪 (X) > 2* ,因此 我 们 利用 上 述 结论 有 下 述 结果 :对 任意 

的 集合 和 ,都 有 
X < 27. 


三 . 施 累 德 一 伯 层 思 坦 (Schrder 一 Bernstein) 定理 


定理 对 任意 给 定 的 集合 A 和 B, 若 A 受制 于 B 并 且 B 受制 

于 A, 那么 A 等 势 于 B, 即 
VAYVYB(AdBA BdA—=A 2 B). 

施 累 德 一 伯 恩 思 坦 定理 (以 下 简称 “S 一 B 定 理 ”) 在 直观 上 是 
明显 的 . 由 于 A 和 B 互相 受制 , 即 A 的 元 素数 量 不 比 B 的 元 素数 量 
多 , 且 同 时 B 的 元 素数 量 也 不 比 A 的 元 素数 量 多 ,或 者 说 B 的 元 素 
数量 不 比 A 的 元 素数 量 少 ,并 且 A 的 元 素数 量 也 不 比 B 的 元 素数 
量 少 ,因此 ,我 们 可 以 设想 ,A 和 B 的 元 素 是 “同样 多 ”的 . 但 这 样 想 
象 上 的 直观 性 当然 不 能 等 于 逻辑 上 的 显然 性 . 从 逻辑 推演 的 角度 
来 说 , 当 AdB 并 且 B4 A 时, 仪 仅 是 指 存 在 单 射 /:A 一 B 和 单身 
g :B 一 A. 但 在 这 里 出 现 的 单 射 /和 g 似乎 没有 理由 必须 具备 某 种 
”关联 性 ,在 它们 之 间 , 应 当 有 更 多 理由 允许 它们 各 自 保持 自己 的 独 
立 性 . 这 样 ,怎么 能 由 互 不 关联 的 f 和 g 去 判定 A,B 之 间 一 定 存 在 
某 个 双 射 呢 ? 

但 是 ,直观 显然 性 毕竟 为 我 们 提供 了 证 明 两 者 等 势 的 可 能 性 . 
按照 等 势 的 条 件 ,无 论 如 何 我 们 只 需要 在 A 和 B 之 间 找 出 某 个 双 
射 就 可 以 了 . 为 此 ,我 们 不 妨 逆向 思考 :假如 As 了 为 真 , 则 必定 存 
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在 某 个 A 与 B 之 间 的 双 射 ;现在 既然 有 A<B 并 且 B4A, 则 一 定 
存在 单 射 /:A 一 B 和 单 射 g :8 一 4A, 那么 ,我 们 为 什么 不 可 以 首先 
通过 这 样 的 单 射 上 和 8 来 设法 构造 我 们 所 需要 的 双 射 呢 ? 


对 于 上 述 提出 的 问题 ,我 们 可 4 A 
以 先 设想 一 种 比较 理想 的 情况 , 即 
设 f:A—B,g:B—A,f,g 都 是 单 il 
射 , 并 且 它 们 的 射 法 恰好 和 右 图 反 

在 上 图 中 ,我 们 把 集合 A 和 8B 
分 拆 成 互 不 相交 的 A ,A: 和 Bi ,B, 各 两 部 分 ,使 f,g 在 它们 上 面 
的 作用 既 互 补 又 互 不 于 扰 , 即 恰好 有 B = f(A)),As = g(B,), 那 
么 ， 


(f|1A)U(g|B,)! 

就 应 该 是 由 A 到 B 上 的 双 射 了 . 

当然 ,上 面 所 设想 的 情况 ,只 是 “分 拆 ”集合 A,B 的 一 种 理想 
状况 ,下 面 首先 要 证 明 的 是 , 当 实 际 情况 并 非 如 此 理想 时 ,由 于 只 
需要 找到 一 个 双 射 就 可 以 了 ,因此 ,对 建立 在 任意 两 个 集合 上 的 任 
两 个 映射 上 和 8& 来 说 ,这 样 的 “分 拆 ”工作 还 是 可 以 进行 的 . 

引 理 。 设 任意 给 定 集 合 A,B 和 任意 给 定 映射 /:A 一 B 
8:B 一 A, 则 存在 A, ,A 和 Bi ,B; ,使 得 : | 

1.A=A,UA, 并 且 B=B,UB,, 并 HB A | A; = Bf B; 
一 他; 

2. f(A1) = B 并且 g(CB:) = 一 A:. 

由 于 我 们 对 f,g 除了 知道 它们 是 映射 以 外 ,其 他 一 无 所 知 , 不 
妨 任 取 XSA, 用 /把 X 映射 为 1(X) 己 B, 然 后 在 B 集 中 取 差 集 
B ~ f(X), 用 g 将 它 映射 为 gC(B ~ f(X)) SA. ,再 取 A 中 的 剩 
余部 分 , 记 为 

X=A~g(B~ f(X)). 
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如 下 图 ,假如 关 ==X', 则 可 令 XX= Ai,f(X) = f(A1) = Bi， 
那么 ,问题 就 是 前 面 所 提 到 的 理想 状况 ,当然 问题 也 就 解决 了 . 
但 由 于 g,f,X 忆 A 都 是 任意 : 
的 ,因此 ,X 与 X' 的 关系 也 就 可 能 
是 多 种 多 样 的 . 比如 说 ,XX 与 X' 的 
交集 可 能 是 空 集 , 也 可 能 不 是 空 
集 . 当 两 者 的 交集 非 空 时 , 可 能 有 
X EX, 也 可 能 XS X' ,还 可 能 两 
种 都 不 是 …… 现在 的 问题 是 ,我 们 并 非 对 上 述 的 每 一 种 可 能 都 有 
兴趣 , 我 们 的 兴趣 只 在 于 能 够 找到 一 个 满足 引 理 条 件 的 双 射 ,为 此 
去 “分 拆 ” 集合 4,B 而 已 .所 以 ,在 上 述 各 种 可 能 的 关系 中 ,我们 可 
以 逐一 地 考虑 . 例如 ,我 们 可 以 先 考虑 使 X' 忆 X 的 这 样 的 A 的 子 
集 X' ,假如 最 后 表明 这 一 种 情况 无 法 实施 分 拆 工作 ,不 妨 再 考虑 
使 XCX' 那些 A 的 子 集 X', 如 此 等 等 . 这 里 ,我 们 约定 只 考虑 使 
X'SX 的 这 样 的 A 的 子 集 X' ,并 暂时 将 这 些 称 为 A 的 “正规 ” 子 
集 , 记 为 A .显然 ,4 是 A 自己 最 大 的 一 个 “正规 ” 子 集 , 并 且 , 只 要 
f 不 是 A 到 B 上 的 双 射 ,就 不 会 有 A 二 A'. 
下 面 , 我 们 考虑 A 的 所 有 “正规 ” 子 集中 最 小 的 一 个 , 它 显然 
应 当 是 所 有 “正规 ” 子 集 的 交集 . 它 可 能 会 满足 引 理 题 设 的 要 求 ， 
当然 ,这 种 可 能 性 能 否 成 为 现实 ,就 只 有 依靠 逻辑 证 明了 . 
证 明 :对 于 任意 给 定 的 XSA, 设 X 定义 如 上 , 即 
X=A~g(B~ f(X)). 
1. 如 果 X SEX 入 A, 那 么 XY SEX， 
这 是 因为 ,Xi 和 X; 一 FOX 和 (f(X;) 
: —B~ f(X,) CB~ f(X) 
~g(B~ f(X1)) Cg(B ~ f(X)) 
A~g(B~ ff(X)CA~g(B~ 
f (Xs)) 
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: 一 Xr CX2. 
2. 设 M= {XE 多 (4A) | XCA), 即 M 是 A 的 宕 集中 那些 
使 得 如 上 构造 的 X 还 是 A 的 正规 子 集 的 子 集 的 集合 ,那么 ,如 上 
所 说 ,A 是 A 最 大 的 正规 子 集 ,所 以 有 A E M, 故 M 关 名 .由 交集 
的 定义 , 门 UM) 存在 . 不妨 令 A! = 二 门 (M) ,下 面 我 们 证 明 ,4A, = 
Ai. 
事实 上 ,对 任意 的 XE M,Al SEX, 所 以 ,由 1 所 证 ,必然 有 Ai 
CX'CX; 下 由 A; 的 定义 ,有 Al € M, 并 且 由 XE M 的 任意 性 ， 
所 以 4i SA,. 
另 一 方面 ,由 证 明 1, 有 
A; CA—A* CA:, 
即 有 
4 CAi, 
可 见 ,A1' € M, 由 A, 的 定义 ,必然 有 Ai 忆 Ai ,所 以 ,由 子 集 定义 
和 外 延 公理 ,有 
A; = 4,. 
3. 由 上 述 证 明 ,不 妨 令 B, = f(A1),B, = B~ f(Ai),A; = 
g(B,), 则 由 Ai 的 定义 和 已 证 ,有 
A, 一 4i 
=A~g(B~ f(A)) 
~—A~ g(B:) 
=A~A，, 
Bi = f(Al) 
=B~ B;. 
可 见 ,Al ,A:,B,,B, 全 部 满足 引 理 中 的 所 有 要 求 , 故 引 理 成 立 . 
下 面 ,我 们 利用 引 理 来 证 明 S 一 了 定理 : 设 引 理 中 的 映射 f,g 
都 是 单 叶 的 , 则 
f | A:A1—=B 
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和 
g|B,:B,—A, 
都 一 定 是 双 射 .不妨 令 
h=(f|AD)(g | B,), 
则 一 定 是 从 A 到 B 上 的 双 射 ,所 以 ， 
VAYVBCIAdBA BdA—A 2 B). 

由 等 势 和 受制 关系 都 具有 传递 性 ,因此 不 难 验 证 S 一 B 定 理 与 
下 面 的 定理 是 等 价 的 . 

定理 ”对 任意 的 集合 A,B,C， 

AdBdCAAC—A~BC., 

这 是 因为 由 A ~ C, 则 Cd A, 由 已 知 和 受制 的 传递 性 , 有 
BA4C, 再 由 S$S 一 B 定 理 ,可 推出 Ba C, 由 等 势 的 传递 性 和 已 知 , 必 
然 有 

ABC. 

推论 AGBSCAASC 一 ABC. 

由 上 述 已 证 定理 ,推论 的 成 立 是 不 言 而 喻 的 . 

等 势 .受制 都 反映 的 是 集合 之 间 的 元 素数 量 关系 ,由 此 我 们 引 
入 一 个 数量 上 比较 方面 的 概念 ,对 以 后 问题 的 讨论 是 较 方 便 的 . 

定义 ”对 任意 集合 A,B, 若 A4BYV B< A 成 立 , 则 称 A,B 是 
可 较 的 . 

两 个 集合 是 否 一 定 可 较 , 从 定义 上 看 ,本质 上 是 在 这 两 个 集合 
之 间 能 否 找 到 某 个 单 射 .对 这 一 问题 的 讨论 ,我 们 留 给 后 面 的 章节 
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第 四 节 选择 公理 


一 .选择 公理 的 实例 


设 f 是 定义 在 开 区 间 (a,8) 上 的 实 值 无 界 函数 , 即 对 无 论 如 何 
大 的 正 实数 M, 总 有 zz E (a,B) ,使 得 | f(x) | > M 成 立 . 现在 ,把 
M 限定 为 正 实数 中 的 自然 数 , 设 为 n,0 可 利用 拓展 的 方式 加 以 补 
充 . 则 上 面 定 义 的 函数 可 以 表示 为 :对 任意 的 n€ wow, 都 有 >zE (a. 
B) 使 得 | f(x) | 汪 n. 可见, 对 每 一 个 自然 数 n, 都 可 以 得 到 一 个 相 
应 的 非 空 集合 , 记 为 A, ,如 

As = {rz€ a8 || (flz) |> 0), 
Al= {rE€ (lapB 1 fz) (> 1), 
A; = {rz € (af) || (f(z) |> 2)}, 
现在 ,我 们 从 每 个 集合 A; 中 任 取 一 个 元 素 , 记 为 a;, 于 是 可 以 得 到 
一 个 数列 
: (Qi)ie,. 
显然 ,对 于 每 个 i E w, 都 有 a; € (a;P) ,使 得 | f(a) | 之 i 

由 上 述 构造 过 程 可 知 ,数列 (ai)ie。 是 从 ww 到 (co,p) 内 的 一 个 确 
定 的 函数 .但 是 ,由 于 对 任 一 个 i€ w,a; 都 是 从 A; 中 任意 选取 的 ， 
从 表面 上 看 , 选 谁 或 者 不 选 谁 都 是 无 法 给 出 明确 的 选择 法 则 的 ,就 
此 而 言 ,一 方面 如 此 构造 函数 的 方式 同 函 数 的 本 质 是 相悖 的 ,但 另 
一 方面 其 构造 的 结果 (ai);e。 却 又 确实 是 一 个 函数 .下面 介绍 的 选 
择 公 理 , 就 是 希望 从 公理 的 角度 来 承认 这 种 函数 的 构造 方式 也 是 
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合理 的 . 


二 .选择 公理 


公理 ”从 非 空 集 组 成 的 非 空 族 的 每 一 项 里 ,可 以 选 出 一 个 元 
素 ,并 由 所 有 的 这 样 的 元 素 构成 一 个 族 . 

选择 公理 等 于 说 : 对 于 给 定 的 集 族 (4,);e。 其 中 , 标 集 工夫 
好 ,并 且 对 每 个 iE 1,A; 关 名 ,那么 ,存在 某 个 族 (ai);el ,使 得 对 于 
任 一 i € Ta € Ai. 如 在 上 述 例 中 ,T= w,(A;)jer 三 (Ai)ico, 由 
选择 公理 ,保证 了 数列 ( 族 ) (a;);e。 的 合理 存在 . 

选择 公理 又 叫 策 梅 罗 公理 ,由 策 梅 罗 于 1904 年 提出 . 公理 唯 
一 的 条 件 是 族 非 空 并 且 族 的 元 素 为 非 空 集 . 由 于 公理 既 不 能 给 出 
明确 的 选择 法 则 ,但 又 承认 至 少 有 一 个 这 样 的 选择 是 合理 的 ,所 以 
一 开始 就 遭 到 了 不 少 人 尤其 是 数学 家 的 非议 , 反对 选择 公理 的 主 
要 理由 是 :选择 公理 只 断定 选择 出 来 的 元 素 可 以 构成 集合 ,但 选择 
出 来 的 元 素 具 有 什么 样 的 共性 ?这 是 不 清楚 的 ,既然 一 个 集合 的 元 
素 的 基本 性 质 都 是 不 清楚 的 ,因此 从 已 经 建立 起 来 的 集合 理论 来 
看 ,这 样 的 集合 似乎 是 不 能 定义 的 . 

非 难 选择 公理 的 某 些 学 者 ,利用 选择 公理 提出 了 一 个 “分 球 定 
理 ”: 即 一 个 闭 球体 W 可 以 分 为 两 个 不 相交 的 子 集 w 和 w 的 并 ,使 
得 W 和 u,v 中 的 任何 一 个 都 能 经 过 有 限 分 割 而 释 合 . 这 等 于 是 说 : 
承认 选择 公理 ,就 得 承认 可 以 把 一 个 球 分 为 同 原 球 大 小 相同 的 两 
个 球 . 

其 实 ， 分 球 定理 ”原本 希望 能 由 此 否定 选择 公理 ,但 它 所 揭 
示 的 现象 , 却 和 在 集合 论 中 揭示 并 证 明了 的 许多 集合 现象 并 不 存 
在 本 质 上 的 差异 . 概括 地 说 ,一 个 集合 不 仅 可 以 同 其 某 个 真子 集 等 
势 ,而 且 还 可 以 同 其 无 限 多 个 真子 集 同时 等 势 . 这 表明 , 一 个 集合 
不 仅 可 以 同 其 某 个 真子 集 的 元 素 , 而 且 还 可 以 同 其 无 限 多 个 真子 
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集 的 元 素 同 时 “配对 同样 多 ”, 因此 从 集合 的 角度 看 ,它们 是 “同样 
大 ”的 . 非 难 选择 公理 的 人 们 在 这 些 问题 上 通常 织 口 不 言 ,是 因为 
这 些 问题 都 是 纯 逻 辑 的 ,依赖 于 逻辑 的 推理 论证 而 不 是 经 验 或 者 
理性 直观 .“ 分 球 定理 ”揭示 的 怪异 却 恰好 是 依赖 于 人 们 的 经 验 和 
直观 的 .事实 上 ,从 人 们 的 实践 方面 来 看 ,如 果 否 定 选择 公理 ,那么 
不 但 现代 数学 分 支 的 许多 内 容 就 会 被 否定 ,其 至 连 类 似 于 “可 数 个 
可 数 集 的 并 集 仍然 是 一 个 可 数 集 ”这 样 基本 的 证 明 我 们 也 无 法 进 
行 .不仅 如 此 ,实践 还 证 明了 ,没有 选择 公理 还 可 以 导致 产生 更 多 
的 奇怪 定理 ,它们 之 “ 怪 ” 更 其 于 “分 球 定理 ”. 

对 选择 公理 的 怀疑 , 从 公理 化 的 构成 过 程 来 看 ,应 当 是 合理 
的 .但 怀疑 妇 怀 疑 ,选择 公理 及 其 等 价 命题 却 依然 是 目前 集合 论 及 
其 他 数学 分 支 中 一 些 重要 的 理论 的 依据 . 并 且 ,1938 年 , 哥 德 尔 
(K. G6del) 的 证 明 表 明了 ,在 我 们 目前 所 使 用 的 公理 系统 FM 中 ， 
是 完全 无 法 否定 选择 公理 的 . 我 们 在 这 样 的 系统 中 必须 承认 它 , 并 
且 把 它 作 为 我 们 的 基础 理论 之 一 . 


三 .选择 公理 的 其 他 表述 形式 

选择 公理 有 许多 不 同 的 表达 方式 . 以 下 两 种 是 被 人 们 经 常 引 
用 的 方式 . 

(一 ) 由 第 卡尔 积 定义 的 选择 公理 . 

公理 ”由 非 空 集 合 组 成 的 非 空 族 ,其 诸 项 的 笛 卡 尔 积 是 非 空 
的 . 

由 第 卡 尔 积 定义 的 选择 公理 等 于 是 说 , 对 给 定 的 集合 族 
(Ai)ies ;只 要 其 中 的 I 天 多, 并 且 对 任意 的 i € ws,Ai 尖 名 , 则 XA 
多 0. 

由 箔 卡尔 积 陈述 的 选择 公理 实际 上 回答 了 这 样 一 个 问题 :如 

。 194 。 


果 一 个 集 族 不 是 空 集 , 并 且 它 的 每 一 项 也 不 是 空 集 ,那么 , 集 族谱 
项 的 箔 卡尔 积 X A 是 否 也 不 是 空 集 ?从 选择 公理 的 角度 看 ,从 非 
空 集 族 的 每 一 个 非 空 元 素 即 项 中 任 选 一 个 元 素 ,并 且 由 此 构成 一 
个 新 的 集合 是 完全 能 够 做 到 的 ,既然 A, 不 是 空 集 ,因此 它 至 少 存 
在 一 个 元 素 ,当然 X Ai 天 7. 


(二 ) 由 函数 定义 的 选择 公理 

公理 ”对 于 每 个 非 空 集合 4 ,存在 函数 p( 称 为 A 的 选择 函 
数 ),p 从 A 的 每 一 个 非 空子 集中 选 出 一 个 元 素 . 

由 函数 定义 的 选择 公理 等 于 是 说 : 设 集 合 A 关 多, 则 存在 函 
数 p, 且 

9:8(A) ~ {2}—A, 
使 得 
p(B) EB. 
其 中 ,BE 纪 (A) ~ (好 ), 即 为 A 集 的 非 空子 集 . 

由 函数 定义 的 选择 公理 ,与 策 梅 罗 一 般 陈 述 的 选择 公理 当然 
还 是 一 致 的 . 

一 方面 ,对 于 给 定 的 非 空 集合 A,A 的 一 切 非 空子 集 构 成 一 个 
集 组 设 为 1, 且 了 = (A) ~ {名 ). 由 集 组 与 集 族 的 转化 关系 ,只 需 
令 y 是 IT 上 的 恒 等 函 数 ,就 可 以 得 到 一 个 集 族 (y(B))ser. 其 中 ,对 
任 一 BE 1, 都 有 y(B) = B. 由 选择 公理 ,那么 一 定 存在 一 个 集 族 
(g(B))sei, 使 得 对 于 任 一 BE I, 都 有 p(B) = y(B) = B. 这 无 疑 
表明 ,从 上 述 条 件 我 们 可 以 推出 下 面 的 命题 ; 

对 于 给 定 的 非 空 集 合 A, 存 在 函数 p:8(4) ~ {名 }) 一 A, 使 得 
对 于 A 的 每 个 非 空子 集 B 都 有 :9p(B) E B. 

另 一 方面 , 如 果 我 们 承认 上 述 命 题 , 那么 , 如 果 给 定 集 族 
(Ai)ie1, 要 求 其 中 的 1 关 名 ,并 且 A; 关 名 ,那么 ,可 设 U = 二 U A;, 则 
U 关 名 ,并 且 每 个 A 都 是 0 的 非 空子 集 , 按 所 述 命题 ,存在 函数 
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9p:P.U) ~ {2}—U, 
使 得 对 于 U 的 每 个 非 空子 集 B, 都 有 o(B) € 日 ,特别 地 ,对 于 
8(U) 中 的 每 个 A;, 都 有 p(A;) € Ai. 现在 记 
ai = 9p(A;), 
此 即 a = pgp，A, 于 是 ,我 们 得 到 族 ， 
(ai)iel. i 

显然 ,其 中 的 a; € A,. 这 样 ,我 们 就 得 到 了 策 梅 罗 所 定义 的 选择 公 
理 . 

描述 选择 公理 的 方式 虽然 很 多 ,但 我 们 不 可 忘记 ,每 一 种 方式 
所 针对 的 对 象 应 该 是 无 穷 集 . 


四 .选择 公理 的 一 个 应 用 


定理 。 设 集合 A 闯 儿 , 则 对 任意 集合 B， 存在 单 射 / A—B, 
当 且 仅 当 存在 满 射 g:B 一 A. 

证 明 : 先 看 充分 性 . 

设 存在 单 射 :A 一 B, 则 
f:A—f(A), 
其 中 f(A) 忆 B, 就 是 由 A 到 f(A) 上 或 者 是 由 A 到 B 内 的 一 个 双 
射 . 道 觅 射 广 : 当然 也 是 由 f(A) 到 A 上 的 双 射 .现在 对 集合 B 的 
其 余 元 素 即 B ~ f(A4) ,一 律 让 它们 间 某 个 A 的 固定 的 元 素 如 a 对 
应 ,因为 A 关 名 ,所 以 这 样 的 元 素 4 肯定 会 存在 . 那么 ,这样 的 作法 
就 等 于 是 说 ,必定 存在 从 B 到 A 的 一 个 映射 g:B 一 A, 定 义 g 为 

f(y) y€ f(A), 
y€EB~ f(A). 

显然 ,映射 g 就 是 从 B 到 A 上 的 满 射 . 

再 证 明 必要 性 . 

- 设 映 射 g;B 一 A 是 满 射 . 如 果 对 应 同一 个 -EA 的 yEB 是 
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g(y) = 


叭 一 的 , 则 g 是 从 B 到 A 的 单 射 , 那 么 ,g 就 是 从 A 到 B 的 单 射 ; 
如 果 这 样 的 y 不 是 唯一 的 ,那么 在 这 些 不 唯一 的 y 中 ,我 们 只 选择 
一 个 与 工 对 应 ,而 其 他 的 我 们 置之不理 就 可 以 了 . 这 相当 于 说 ,我 们 
可 设 集合 B. = {y € 日 | g(y) = zx} ,并 由 此 可 得 集 族 (B,).ea. 由 于 
4A 尖 好 ,g 是 由 了 到 4 的 满 射 ,所 以 ,必然 有 每 个 4. 径 好 .那么 ,由 选 
择 公理 ,存在 映射 /4 一 8 使 得 对 于 任意 的 z E A, 都 有 
f(z) € B,, 
并 且 , 有 
g(f (Xx))= 工 
那么 ,这 个 从 A 到 B 上 上 映射 了 必然 是 单 叶 的 . 这 是 因为 ,对 任意 的 
XxX,z A, 有 
f(x) = f(z) 
~g(f(x)) = g(f(z)) 
一 一 %, 
推论 设 集合 A 冯 名, 则 对 任意 集合 B,A 受制 于 B, 当 且 仅 
当 存在 满 射 g:B 一 A. 
由 受制 的 定义 和 已 证 ,推论 的 真是 显然 的 . 
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第 五 节 ”可 数 集 与 一 般 无 穷 集 


一 .可 数 集 


定义 ”集合 A 可 数 , 当 且 仅 当 A<w. 
例如 正 有 理 数 集合 . 我 们 记 正 有 理 数 集 为 Q* , 则 
Q'= (到 [m,nE€EwAn 0}. 
现在 构造 集合 A, 令 
A= {(m,n)|mnEwhn 0}, 
显然 ,A x Q'. 但 由 A 的 构造 和 已 证 
ACwXw~w, 
所 以 
Ad<dw, 
由 此 推 之 ,必然 有 
Q! dw. 

由 定义 ,集合 Q 是 可 数 的 . 

由 受制 的 定义 ,A4dwoeA 之 w; 和 w. 这 种 关系 一 方面 表明 , 阁 
us 为 有 限 集 时 ,A 也 是 有 限 集 . 我 们 已 证 明 , 任 何 一 个 有 限 集 都 同 
某 个 唯一 的 自然 数 等 势 ,这 就 意味 着 凡 有 限 集 都 是 可 数 集 . 当 wz 
为 无 限 集 时 ,定义 则 表明 ,能 够 与 自然 数 集 的 任 一 子 集 (包括 自然 
数 集合 ) 等 势 的 任 一 无 限 集 也 都 是 可 数 集 ; 另 一 方面 ,这 种 关系 提 
供 了 判定 集合 是 否 可 数 的 一 种 方法 , 即 看 它 是 否 与 自然 数 集 的 某 
个 子 集 等 势 . 例如 ,我 们 仍 以 上 面 的 判定 为 例 .我 们 构造 集合 
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B= {mlmEwh m0}, 

显然 ,由 A 和 B 的 构造 方式 ,有 

BxBNB, 
(这 只 需要 在 wXwsw 的 证 明 中 分 别 在 o Xw 和 w 去 掉 点 (0,0) 和 
0 即 可 ), 并 且 有 

呈 XB、A4， 
所 以 ,由 等 势 的 传递 性 有 

ABzxQ'. 
显然 ,由 B 的 构造 ,B 己 w,; 因 此 ,由 Q 守 BCw, 有 Q' qdo, 即 人 
是 可 数 的 . 

可 数 集 的 基本 性 质 

1. 可 数 集 的 任 一 子 集 可 数 . 

证 明 : 设 集合 A 是 可 数 集 , 则 4qo. 若 了 Sow, 则 了 BqA4, 由 
“4 ”的 传递 性 ,Bdw, 即 B 是 可 数 的 . 再 由 集合 A,B 的 任意 性 , 故 
可 数 集 的 任 一 子 集 都 可 数 . 

2. 车 可 数 集 组 的 每 个 成 员 都 可 数 , 则 集 组 成 员 的 并 集 也 可 数 . 

证 明 : 设 集 组 M 可 数 , 并 且 M 的 每 个 成 员 也 都 可 数 . 那么 ， 

如 果 M = 多, 则 UMD = 名 ,而 已 证 多 守 0CC w, 所 以 
名 dw, 故 U (MD) 可 数 . 

如 果 M 关 名 ,并 且 M 的 成 员 也 不 是 空 集 ,那么 ,由 M 可 数 且 
非 空 ,有 M4w. 现在 由 前 面 所 证 ,必定 存在 由 ww 到 M 的 满 射 A: 
w 一 M, 使 得 对 任意 的 mm € wo, 都 有 4A。E M, 这 就 等 于 说 A 总 与 M 
中 的 某 个 确定 的 成 员 相 对 应 . 既然 如 此 ,不 妨 以 集 族 (A,)we。 的 诸 
项 A 的 并 集 即 UA 来 取代 U (MD) ,由 前 面 已 证 ,这 样 的 取代 总 
是 可 以 实现 的 显然 ,如 果 已 A。 是 可 数 的 ,那么 UCM) 也 就 是 可 
数 的 . 

由 已 知 , 太 的 每 个 成 员 非 空 且 可 数 ,这 也 等 于 说 ,对 于 任意 确 
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定 的 m E w,A。 也 是 可 数 的 ,并 且 也 有 A 关 好 ,由 人。 可 数 , 有 
4.duw, 于 是 ,同样 存在 从 w 到 A,. 上 的 满 射 ,但 这 样 的 满 射 对 每 个 
确定 的 m € w 来 说 ,可 能 并 不 是 唯一 的 ,我 们 需要 从 每 个 确定 的 m 
E w 的 那些 所 有 可 能 的 满 射 中 选 出 一 个 确定 的 满 射 来 . 
为 此 ,不 妨 设 下 是 定义 在 。 上 的 函数 ,FF 为 一 切 从 w 到 下。 的 
所 有 满 射 的 集合 . 显然 ,此 时 
(PF) ne 
构成 一 个 合法 的 族 . 由 选择 公理 ,可 以 从 它 的 每 一 项 已 . 中 选 出 一 
个 满 射 令 为 gw，, 从 而 也 构成 一 个 相应 的 族 
(gm)meow. 
显然 ,选择 公理 的 确立 保证 我 们 以 此 方式 选 出 的 每 个 g。 对 确定 的 
m € w 来 说 ,都 是 从 w 到 A 的 一 个 完全 被 确定 的 满 射 . 
现在 我 们 设 
f(m,n) = gn (n), 
其 中 mm, € w, 等 式 右边 的 含义 十 分 明显 , 它 表达 的 是 对 确定 了 的 
那个 m € w, 因 此 也 确定 了 的 从 ws 到 A 的 所 有 满 射 中 所 选 定 的 那 
个 满 射 g; 在 n 点 的 函数 值 ,并 且 有 g,,(n) € A, ;等 式 的 左边 是 
一 个 更 一 般 的 函数 表达 式 . 现在 ,由 
并 EVA jmeE wr E€E A,) 
— mnE€ wr = gn) = fm,n)). 
这 个 结果 表面 明 ,f 就 是 从 w Xw 到 YA"=UM 的 满 射 ,由 已 
证 ,有 
U (MAdwXww, 
即 
U (M) dw, 
所 以 , U (CM) 是 可 数 的 . 
应 当 注 意 的 是 ,性 质 2 中 给 出 的 集 组 在 有 限 或 者 无 限 方面 是 
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没有 附加 条 件 的 , 故 无 论 给 出 的 集 组 是 有 限 还 是 无 限 ,性 质 2 都 是 
应 当成 立 的 . 例如 ,以 Z 记 整 数 集 ,并 设 
Z=ZUZU {0), 

其 中 ,2* ,2Z” 分 别 表示 正 整数 集 和 负 整 数 集 . 容易 证 明 ， 

ZL, 
所 以 ,2 ,2Z* 都 是 可 数 的 . 而 {0} 可 数 是 显然 的 , 故 它们 的 并 集 即 Z 
也 是 可 数 的 . 同样 ,车 以 Q, Qi , Q 分 别 记 有 理 数 、 正 有 理 数 和 人 负 有 
理 数 集合 ,那么 由 Q' , @ 可 数 并 且 {0} 可 数 , 必 然 推 出 Q@ 也 可 数 . 


二 .可 数 集 与 无 穷 集 的 关系 


定理 ”任何 无 穷 集 都 存在 与 自然 数 集 w 等 势 的 子 集 . 

由 等 势 与 受制 的 关系 ,上 面 的 定理 也 可 表述 为 :对 任意 集合 A 
都 有 ,A 无穷 , 则 wd A. 定理 的 真是 不 言 自明 的 .例如 , 设 无 穷 集 A 
二 {a,b,c,d，,"…} ,我 们 可 以 自然 数 集中 元 素 的 顺序 为 集合 A 的 元 
素 编 序 ,如 令 a = 一 ac 二 az 等 ,于 是 ,我 们 可 以 得 到 集合 
(aoyaiyaz ，…} ,显然 有 

{aoyalycz，…) CA. 
但 由 {ao ya saz ，…} 集 的 构造 过 程 ,映射 f:w 一 {ao ,a ,az，…} 显然 
是 由 ww 到 {oo sar ,，…} 上 的 一 个 双 射 ,只 需 令 f(n) = a 即 可 . 故 
必然 有 


ws {aoyalya CCA. 

推论 ”集合 4 可 数 , 当 且 仅 当 A 有 限 或 者 A < w 

证 明 :4 有 限 或 者 4A wo, 则 A 是 可 数 的 ,这 是 显然 的 . 现在 设 
A 是 可 数 的 , 则 Adw. 那么 ,或 者 A 是 有 限 集 ,当然 A 可 数 ; 或 者 A 
是 无 穷 集 ,那么 由 上 述 已 证 定理 ,必然 有 wqA, 由 已 知 ,必然 有 从 
之 w. 综 上 所 述 ,推论 成 立 . 

以 上 的 定理 和 推论 ,实际 上 表明 了 是 元 素 “ 最 少 ”的 无 穷 集 . 
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并 且 , 如 果 以 w 集 为 一 参照 ,可 以 把 无 穷 集 区 分 为 可 数 无 穷 集 和 不 
可 数 无 穷 集 两 类 ;同样 , 若 以 w 集 为 一 参照 ,也 可 以 把 可 数 集 区 分 
为 两 类 , 即 有 限 可 数 集 和 无 限 可 数 集 . 


三 有限 集 与 无 限 集 的 区 别 


定理 “如果 集 合 4 是 无 穷 集 , 则 A 与 其 某 一 真子 集 等 势 ， 
定理 断定 的 是 , 若 A 是 无 穷 集 , 则 有 集合 BCA, 使 得 As B. 
证 明 :如果 A 是 无 穷 集 ,由 已 证 ,有 w< A, 由 “受制 ”的 性 质 ， 
必然 存在 单 射 g:w 一 A. 现在 ,我 们 从 集合 A 中 除去 元 素 g (0), 即 
有 集合 B ,并 且 
B=A~ {g(0)}, 
显然 ,集合 B 是 A 的 一 个 真子 集 . 
以 下 ,我 们 用 这 样 的 方式 在 A,8 之 间 构 造 一 个 一 一 对 应 的 有 映 
射 上 : 即 对 于 每 个 g(n) € A, 都 让 g(Cr ) 与 之 对 应 ,如 g(0) € A， 
8(1) € A,g(2) € A 等 ,在 下 的 作用 下 ,分 别 有 
f(g(0)) = g(1), 
fl(g(1)) = g(2), 
f(g(2)) = g(3) 
等 ,而 对 其 他 的 x € A, 就 让 同一 个 xz € B 与 之 对 应 .由 集合 B 的 
构造 方式 ,只 要 xz 关 g(0) ,那么 ,这 样 的 z 必然 是 既 属 于 A 又 属于 
B 的 . 这样 ,我 们 在 A 与 B 之 间 实 际 上 建立 了 一 个 新 的 映射 即 厂 : 
A 一 B,f 被 定义 为 
gln:) T= gn nNnEw, 


f(z) = 
z rH ran(g). 
显然 ,由 此 定义 的 f 必然 是 从 A 到 8B 上 的 双 射 ,所 以 有 
AB. 


我 们 在 前 面 的 讨论 中 曾 证 明 过 ,A 车 与 其 某 一 真子 集 等 势 , 则 
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A 是 无 穷 集 , 现 在, 把 这 个 结论 同 刚刚 证 明 的 定理 结合 起 来 ,我 们 
有 : 

集合 A 无 穷 , 当 且 仅 当 A 同 它 的 某 个 真子 集 等 势 . 

利用 上 面 命题 中 前 后 件 的 关系 ,又 有 : 

集合 A 有 限 , 当 且 仅 当 4 同 它 的 任何 一 个 真子 集 都 不 等 势 . 

因此 ,能 否 同 其 至 少 一 个 真子 集 等 势 ,就 成 为 有 穷 集 与 无 穷 集 
合 的 根本 区 别 . 


思考 与 练习 
1. 验证 :(1)3 > {1,2,3}; (2)4 之 妈 ( 妈 (了 (好 ))). 
2. 证 明 :(DATB 一 A ~ Be; (W)C ~ D~—A° ~ A2， 
3. 证 明 : 两 个 有 限 集 的 并 集 还 是 有 限 集 . 
4, 证 明 : 两 个 有 限 集 的 笛 卡 尔 积 还 是 有 限 集 . 
5, 试用 归纳 原理 证 明 : 若 A 是 有 限 集 ,其 元 素 个 数 N(A) = 
n, 则 A 的 究 集 (A) 的 元 素 个 数 N(8(A)) = 2". 

6. 设 给 定 自然 数 n € w, 证 明 : 由 一 切 不 小 于 的 自然 数 构成 
的 集合 下 = {m € w | m 之 nE€ w) 为 一 无 穷 集 . 

7. 给 定 集 组 M, 试 用 归纳 原理 证 明 : 若 M 有 限 并 且 M 的 任意 
成 员 有 限 , 则 U (MD) 还 是 有 限 集 . 

8. 给 定 有 限 集 A4,B, 并 且 设 N(B) < N(A), 证 明 , 任 何 从 A 
到 B 内 的 映射 都 不 能 是 单 射 . 

9. 证 明 :Ad4BA CdD-AxC4BXxD. 

10. 证 明 : 对 于 任意 给 定 的 非 零 自然 数 n, 及 有 限 族 (A;)ie,, 阁 
其 中 的 每 个 A, 入 w， 证 有 明 ， XA A wy, (提示 :对 n 用 归纳 原理 ) 

11. 证 明 : 对 于 任意 给 定 的 非 零 自然 数 n, 由 自然 数组 成 的 所 
有 7 项 序列 (m;).<, 的 集合 与 w 等 势 (每 个 ma € w). 

12. 如 果 集 合 A,B 都 与 实数 区 间 (0,1) 等 势 , 则 4XBA (0,1). 
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第 七 章 序 集 


“ 序 ” 在 集合 中 的 应 用 ,是 数 的 基本 概念 顺序 的 一 个 推广 , 随 
着 认识 范围 的 扩大 ,相对 于 数 的 顺序 的 条 件 也 有 了 所 放宽 . 


第 一 节 序 集 


在 讨论 集合 的 最 初 阶段 ,我 们 曾经 讨论 过 序 侦 (a,6), 它 所 涉 
及 的 仅仅 是 两 个 集合 的 顺序 问题 . 以 下 ,我 们 在 自然 数 顺 序 的 基础 
上 ,把 这 一 问题 的 讨论 推 向 一 般 的 所 有 集合 上 去 . 


一 . 序 集 的 概念 


定义 ” 设 给 定 任意 集合 A 和 A 中 的 一 个 关系 尺 , 当 目 仅 当 对 
任意 的 +,y,z € A, 都 满足 

1. 自 返 性 :zRzs 

2. 反对 称 性 :rRy A 疏 z 一 工 一 y; 

3. 传递 性 :zxzRy 人 yRz 一 xRz. 
则 称 关 系 R 是 集合 A 的 一 个 偏 序 ,并 称 (A,R) 为 一 序 集 . 

由 关系 的 定义 ,上 述 定义 中 的 关系 尺 ,显然 是 以 A 集 的 元 素 为 
对 象 所 建立 起 来 的 一 个 集合 ,或 者 说 ,必然 有 
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RECAxA. 

从 集合 的 角度 看 , 它 满足 

(1)Czz) ER; 

(2)(x,y)E RA (yr) ER 一 工 一 yi; 

(3)(zy) E RA (y,z) ER 一 zz) € R. 

定义 以 简单 的 序 偶 形 式 (A,R) 表明 ,任意 一 个 集合 和 建立 在 
该 集合 上 的 一 个 偏 序 ,就 构成 一 个 序 集 . 但 并 不 是 任意 的 关系 对 任 
意 的 集合 而 言 ,都 是 能 构成 序 集 的 . 例如 ,对 自然 数 集 w 来 说 ,建立 
在 自然 数 集 元 素 基 础 之 上 的 “之 *，“<” 关 系 , 由 于 它们 对 任意 自 
然 数 都 不 能 满足 偏 序 定义 中 的 条 件 1, 所 以 它们 都 不 能 成 为 w 的 偏 
序 ,当然 (w, 二 ) 或 者 (w, >) 都 不 能 是 序 集 . 而 对 关系 “==”,“ 光 ”， 
“<<” 等 来 说 ,容易 验证 (w, 之 ),(w, = 二),(w, 委 ) 等 都 是 满足 定义 
条 件 的 序 集 . 

作为 对 序 集 定义 的 理解 ,我 们 来 看 一 些 常 用 序 集 的 实例 . 

( ,好 ) 是 一 序 集 . 

在 前 面 章节 的 讨论 中 我 们 曾经 证 明 , 空 集 好 中 的 唯一 关系 就 
是 多 .显然 , 设 定 任意 的 元 素 z,y,zE 2 都 一 定 是 错误 的 , 故 在 此 
错误 的 设 定 下 ,好 作为 关系 断定 它 满足 偏 序 的 任意 条 件 都 是 正确 
的 ,当然 ,满足 定义 中 的 所 有 条 件 也 是 正确 的 ,所 以 (和 ,好 ) 是 序 
集 . 

({a), 一) 是 序 集 . 

单 集 {a} 中 唯一 的 非 空 关系 是 “= 二” 关系. 可 以 检验 ,对 于 单 集 
{a) 的 任意 元 素 a 来 说 ,“ 二 ”关系 必定 满足 偏 序 定义 中 的 所 有 条 
件 , 所 以 “=” 关 系 是 建立 在 单 集 {a) 中 的 一 个 偏 序 , 因 此 ,((a}， 
二 ) 应 当 是 序 集 . 

需要 注意 的 是 ,“==” 关 系 其 实 是 任意 集合 的 偏 序 , 由 于 偏 序 
本 身 还 是 集合 ,所 以 “==” 关 系 一 定 是 任意 偏 序 的 偏 序 . 

设 给 定 任意 集 组 M,“C” 是 建立 在 M 元 素 基 础 之 上 的 一 个 包 
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容 关系 , 则 (M, 己 ) 是 一 个 序 集 . 

可 以 验证 ,在 MM 元 素 基 础 之 上 建立 的 关系 “ 己 ” 满 足 偏 序 的 所 
有 条 件 , 因 此 , 它 是 M 的 一 个 偏 序 . 我们 以 后 称 建立 在 集 组 M 元 素 
基础 之 上 的 包容 关系 为 包容 序 . 

可 以 认为 ,包容 序 是 数学 中 顺序 概念 被 推广 为 集合 概念 的 典 
型 例子 . 在 数学 中 ,实数 集中 的 任意 两 个 元 素 <,y, 在 顺序 上 或 者 
之 y, 或 者 z 世 y, 其 中 至 少 有 一 个 会 成 立 .但 对 于 一 般 集合 中 的 
任意 两 个 元 素来 说 ,不 一 定 会 对 应 地 具备 这 一 性 质 , 即 车 z,y 是 某 
一 集合 的 两 个 元 素 , 则 xz 和 > 或 者 y 己 z 完 全 可 能 都 不 会 成 立 . 例 
如 , 令 : 

(3) = {0,{0}, {1}),{2},{0,1},{0,2),{1,2),{0,1,2)}, 
显然 ,其 中 有 许多 的 元 素 都 是 无 法 用 “ 己 ” 去 联结 的 . 在 后 面 的 讨 
论 中 ,我 们 约定 以 符号 “ 委 ” 来 抽象 一 般 的 偏 序 . 相信 有 了 以 上 的 
说 明 ,我 们 不 会 把 这 个 符号 同 数 学 中 的 “ 委 ” 混 为 一 谈 了 . 


二 、 全 序 集 


定义 ” 设 (A, 科 ) 是 任意 给 定 的 序 集 , 若 对 任意 的 zx,yE A， 
当 且 仅 当 上 和 y 与 y 委 Z 中 至 少 有 一 个 成 立时 , 称 z 和 > 是 可 较 
的 . 

例如 ,在 上 述 所 给 集合 纪 (3) 中 , 若 “ 记 ”表达 的 是 包容 序 
“C”, 那 么 ,0 和 和 (3) 的 任何 一 个 元 素 都 是 可 较 的 ;但 {1,2} 和 {0} 
显然 是 不 可 较 的 . 

全 序 ( 线 性 序 ) 的 定义 ” 设 给 定 序 集 (A, 委 ), 当 且 仅 当 对 任 
意 的 z,yE 4,z 与 都 是 可 较 的 , 称 (4, 二) 为 一 全 序 集 (或 称 为 
一 线性 集 ). 并 称 此 时 的 “ 委 ” 是 A 的 一 个 全 序 . 

例如 ,( 包 ,多 ),(w, 二 )( 此 时 的 <” 表达 的 是 包容 序 “ 守 ”)， 
(ta}, 三 ) 都 是 全 序 集 , 而 上 面 提 到 的 (3) 对 “C” 关 系 来 说 就 不 
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是 一 个 全 序 集 . 

下 面 , 我 们 把 表达 偏 序 的 符号 “ 委 ” 作 一 个 一 般 的 延伸 ， 

定义 ”对 于 序 集 (4, 委 ) 及 对 任意 的 z,yEA, 当 且 仅 当 z 执 
yy 并 且 z 关 y 时 , 记 工 过 >. 并 且 在 上 述 两 定义 的 前 提 下 ,我 们 称 关 
系 “ 之 ”,“ 汪 ”分 别 是 关系 “ 记 ”“<<” 的 逆 关 系 . 

上 述 定义 只 是 把 数量 关系 中 的 顺序 概念 在 集合 的 元 素 顺序 上 
作 了 一 种 推广 ,我 们 可 以 把 它 理 解 为 , 当 且 仅 当 偏 序 “ 委 ”对 4 的 
任意 两 个 元 素 z 和 y 来 说 ,都 有 xz 和 y 是 可 较 的 但 z 关 y, 则 可 记 
为 xz 过 yy. 

可 以 验证 ,作出 上 述 推广 后 ,相对 于 数 集 中 这 些 符号 的 使 用 方 
式 来 说 ,尽管 形式 是 一 致 的 ,但 对 于 一 般 的 序 集 来 说 ,有 的 性 质 却 
发 生 了 变化 . 例如 对 于 数 集 的 三 歧 性 来 说 ,在 数 集中 有 对 任意 的 
m,n E wow 都 有 

m= 二 nm 之 nn 和 nn 过 m 中 恰好 有 一 个 成 立 . 
但 对 于 一 般 的 序 集 来 说 ,三 歧 性 却 只 有 一 半 是 成 立 的 ,故我 们 把 它 
称 为 半 三 歧 性 , 即 对 任意 的 x,y € 4, 若 “ 委 " 是 4 的 偏 序 , 则 

TT 三 y,T 之 y 和 y 过 xz 中 最 多 有 一 个 成 立 . 
这 是 因为 ,由 <” 的 定义 ,x 过 y,y 二分 别 同 z = y 是 不 相 容 的 ; 
此 外 ,如 果 工 二 y 与 y 二 z 是 相 容 的 ,由 定义 ,也 就 是 + 志 y 人工 关 
y 与 y 生 x 人 y 关 x 相 容 ,显然 有 Xx 记 yA 人 y 志 zz 成 立 , 但 按 偏 序 
的 定义 ,立即 有 xz = y 成立, 这 同 xz 关 yy 构成 矛盾 ,所 以 ,x 二 y 与 
y 达 工 不 可 能 是 相 容 的 ,三 者 中 最 多 有 一 个 成 立 . 

又 如 ,传递 关系 在 数 集中 是 成 立 的 , 即 对 任意 的 m,n E w 来 
说 ,都 有 | 

n<mAm</—n<l. 
但 对 一 般 的 序 集 来 说 ,尽管 在 形式 上 也 保留 有 对 任意 的 x,y,z € A 
rT<yAy<z~mr<z, 
但 这 个 形式 所 反映 出 来 的 性 质 却 是 不 同 的 . 因为 按 “<” 的 定义 ， 
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形式 zx < 过 yA yy< 意味 的 是 
( 代 委 yy AZz 关 力 人 (> 委 z 人 yy 天 z)， 
它 所 能 蕴涵 的 是 
EyAySrzArAy NAyAKz 
zyAyEz 
一 x 委 z( 偏 序 的 传递 性 ). 
但 实际 上 我 们 只 能 推出 xz < z. 因为 ,如 果 肯 定 工 = z, 那 么 由 工 委 
y 人 A? 委 xz 就 能 推出 z = y, 这 显然 是 同 已 知 z 关 yy 是 矛盾 的 . 

由 此 可 知 , 在 与 数 集 相 同 的 这 些 形式 表达 方式 中 ,一 般 集 合 的 
偏 序 “ 委 ”都 必须 除开 三 歧 性 的 另 一 半 : 即 至 少 有 一 种 成 立 的 断 
定 , 其 他 的 才 是 相同 的 . 

但 是 ,如 果 “ 委 ”表达 的 是 一 个 全 序 ,情况 则 不 相同 ,此 时 上 述 
形式 所 表达 的 不 但 在 形式 上 同 数 集 是 相同 的 , 而且 在 性 质 上 所 反 
岗 的 同 数 集 所 反映 的 也 是 相同 的 . 我 们 因此 有 以 下 的 断定 : 

设 “ 委 ”是 集合 A 的 一 个 偏 序 “ 委 ” 是 全 序 当 且 仅 当 对 任意 的 
zyEA, 都 有 z<》z 一 》 和 > 二 中 至 少 有 一 个 是 成 立 的 . 

这 个 断定 由 全 序 的 定义 来 看 其 正确 性 是 不 言 而 喻 的 . 

以 上 我 们 建立 了 偏 序 .全 序 , 序 集 等 概念 ,在 下 面 的 讨论 中 ,在 
不 至 于 引起 误解 的 前 提 下 ,为 了 避免 在 讨论 中 涉及 过 多 的 符号 和 
导致 形式 上 的 过 于 繁琐 ,我们 将 始终 把 序 集 A 记 为 (A, 委 ). 
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第 二 节 ， 和 良 序 集 


本 节 从 推广 自然 数 集中 的 最 小 数 概念 出 发 ,讨论 在 一 般 序 集 
中 的 与 最 小 数 原理 有 关 的 各 种 问题 . 


一 .最 小 (大 ) 元 的 概念 


定义 给 定 序 集 A, 当 且 仅 当 存 在 a € A, 使 得 对 任意 的 x € 
A, 都 有 a 三 工 , 则 称 a 是 序 集 A 的 最 小 元 ; 当 且 仪 当 存 在 a € A， 
使 得 对 任意 的 x € A, 都 有 zz 二 a, 则 称 a 是 序 集 A 的 最 大 元 . 

定义 反映 了 序 集 4 的 最 小 (大 ) 元 的 两 个 特征 , 即 

1. 最 小 (大 ) 元 必须 是 序 集 A 的 元 素 ; 

2. 最 小 (大 ) 元 应 当 是 和 序 集 4 的 任 一 元 素 都 可 较 的 . 

如 前 面 提 到 的 集合 纪 (3) 和 包容 序 “ 己 ”,0 必定 是 它 的 最 小 
元 ,而 {0,1,2) 必然 是 它 的 最 大 元 . 并 且 和 集合 纪 (3) ~ {0} 不 会 有 最 
小 元 ;而 集合 2(3) ~ {0,1,2} 则 无 最 大 元 . 

定理 ” 若 序 集 4 的 最 小 (大 ) 元 存在 , 则 最 小 (大 ) 元 必定 是 
唯一 的 . 

证 明 :我 们 只 证 明 最 小 元 的 情况 ,而 把 最 大 元 的 情况 留 给 读者 
作为 练习 . 

设 a,65 都 是 集 4 的 最 小 元 , 则 有 a 委 6 并 且 6 委 ca 成 立 .由 序 
的 反对 称 性 , 必 有 a = 六, 即 若 序 集 A 有 最 小 元 , 则 最 小 元 必定 是 唯 
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二 、 良 序 集 


定义 ” 设 给 定 序 集 A, 当 且 仅 当 A 的 每 个 非 空 子 集 都 有 最 小 
元 , 则 称 A 是 良 序 集 . 

良 序 集 的 定义 是 以 序 集 为 基础 的 ,要 求 每 个 子 集 首先 是 序 集 
的 非 空 子 集 . 由 序 集 所 具有 的 传递 性 ,因此 每 个 非 空 子 集 本 身 也 首 
先是 序 集 ,并 且 与 原来 的 序 集 有 相同 的 偏 序 . 

良 序 集 的 定义 是 以 最 小 元 的 存在 为 充分 条 件 的 , 即 序 集 的 每 
个 非 空 子 集 都 含有 最 小 元 . 例如 , 序 集 ({a), 二 ),(w, 二) 都 满足 这 
样 的 充分 条 件 , 因 此 它们 都 是 明显 的 良 序 集 . 特别 地 , 序 集 (名 ,2 ) 
也 是 良 序 集 . 

良 序 集 所 要 求 的 最 小 元 与 数 集中 人 们 所 习惯 的 最 小 元 ( 数 ) 
是 有 差别 的 . 例如 ,以 负 整 数 为 一 集合 , 记 为 Z ,按照 人 们 所 习惯 
的 数 的 大 小 概念 和 大 小 顺序 来 看 ,2” 不 能 是 良 序 集 ,因为 明显 的 
是 , 子 集 Z 本身 就 没有 最 小 元 . 但 按照 集合 的 序 的 观点 来 看 ,2 
可 以 是 良 序 集 ,我 们 只 需 定义 负 整数 绝对 值 大 的 反而 “小 ”就 可 以 
了 .显然 ,“ 小 ”在 这 里 与 其 说 是 量 的 比较 ,不 如 说 更 准确 地 是 顺序 
位 置 的 比较 ， 

又 如 ,以 Q 记 正 有 理 数 集合 ,按照 正 有 理 数 集合 原本 的 顺序 ， 
无 论 我 们 怎样 地 观察 它 也 不 能 是 良 序 集 ,并且 ,我 们 显然 也 无 法 按 
照 QZ 的 方式 把 Q* 处 理 为 良 序 集 .但 由 于 我 们 已 经 证 明 Q sw， 
这 表明 存在 w 一 Q' 上 的 双 射 ,那么 ,从 理论 上 说 ,只 需 把 Q* 中 的 
元 素 依据 同 w 中 的 元 素 从 小 到 大 地 “配对 ”的 这 个 方式 重新 排列 
后 ,所 得 的 序 集 就 是 良 序 集 . 对 w 的 笛 卡 尔 乘积 w X w 的 处 理 也 是 
一 样 的 .wXw 是 指 w 中 一 切 元 素 的 所 有 可 能 的 配对 组 合 ,因此 wx 
w 本 身 也 无 所 谓 良 序 , 但 如 前 所 述 ,只 需 令 

* 210 。 


fm,n) 一 


(m+ mm+nt1) 十 
A 


则 这 样 的 必然 是 w 一 w Xw 上 的 双 射 ,由 于 (lw, 委 ) 是 良 序 , 故 只 
需 双 射 上 对 ww Xw 的 元 素 重 新 排列 ,所 得 的 集合 必定 是 良 序 集 . 


三 、 良 序 集 的 类 


一 个 序 集 是 否 为 良 序 集 ,最 根本 的 依据 是 序 集 是 否 满足 良 序 
集 的 定义 .但 在 实践 中 可 以 从 不 同 的 角度 进行 观察 和 识别 ,我 们 把 
这 些 需要 从 不 同 角度 进行 观察 而 得 出 结论 的 良 序 集 相应 的 分 为 不 
同 的 类 . 

一 是 直接 利用 定义 作为 识别 标准 的 良 序 集 . 如 前 面 提 到 的 
( 包 , 名 ),({a)，, 二 ) ,它们 都 是 以 良 序 集 的 定义 为 标准 可 直接 观察 
而 得 出 结论 的 ; 

二 是 依赖 于 自然 数 集 w 的 良 序 集 . (w, 科 ) 始终 是 良 序 集 , 这 
由 良 序 集 的 定义 是 显然 的 . 在 这 一 类 观察 中 有 一 个 不 证 自明 的 前 
提 : 同 良 序 集 等 势 的 集合 是 良 序 集 . 如 前 面 提 到 的 wXowy'2Z ,Q'， 
它们 的 良 序 是 依赖 于 它们 都 与 良 序 集 w 等 势 ; 

三 是 依赖 于 集合 的 并 运算 所 得 到 的 良 序 集 . 例如 , 序 集 


1 
{1 #47 | nE€ w} U {1})， 
按照 有 理 数 本 身 的 顺序 是 良 序 集 . 序 集 


1 
(1 n 二 1 


按照 有 理 数 本 身 的 顺序 还 是 良 序 集 . 更 一 般 的 , 序 集 
1 
U (mm 一 二 1 |zEow} 


mEw 


依然 是 良 序 集 ,这些 良 序 集 显然 都 同 前 两 类 良 序 集 是 不 同类 的 , 而 
认为 它们 是 良 序 集 的 理由 并 不 复杂 , 即 从 有 理 数 的 序 、 良 序 集 的 定 
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InEeowUl2 一 TIneo)， 


义 和 数 之 间 的 大 小 关系 这 三 个 方面 来 看 也 就 足够 了 . 当然 ,这 类 良 
序 集 可 以 简单 地 归结 为 “ 良 序 集 的 并 还 是 良 序 .” 这 一 点 我 们 在 后 
面 适当 的 时 候 再 给 出 证 明 . 

四 是 根据 序 集 的 偏 序 是 否 为 全 序 的 良 序 集 . 但 它 的 考查 对 象 
是 有 限 集 , 即 任何 带 有 全 序 的 有 限 集 必定 是 良 序 集 . 

观察 某 一 序 集 是 否 是 良 序 集 的 角度 是 非常 多 的 ,以 上 不 过 是 
一 些 常见 的 角度 ,因此 所 列 的 类 型 也 不 过 是 一 些 常见 的 类 型 . 其 他 
的 观察 角度 ,如 对 w Xw 而 言 ,除了 从 与 w 相 一 致 的 顺序 可 确定 它 
为 良 序 集 外 ,我 们 用 字典 排列 的 方式 也 同样 可 以 使 之 为 一 良 序 集 . 
而 所 有 上 述 不 同 的 良 序 集 能 够 提示 我 们 的 是 :如果 能 够 为 一 个 集 
合 的 所 有 元 素 找 到 某 个 排列 的 方式 ,使 之 能 成 为 一 个 全 序 集 , 并 和 且 
使 该 全 序 集 的 任意 非 空 子 集 都 存在 最 小 元 ,那么 , 它 必定 是 良 序 
集 . 


四 、 良 序 集 的 性 质 


定理 。 良 序 集 必 是 全 序 集 . 

证 明 : 设 A 是 良 序 集 , 则 对 任意 元 素 z,y € A, 子 集 {x,y) 必 
有 最 小 元 ;如 果 z 是 最 小 元 ,那么 ,z 委 ,如 果 y 是 最 小 元 ,那么 ,y 
委 z. 可 见 ,z 委 ?或 者 y 委 工 中 至 少 有 一 个 必定 成 立 , 即 对 任意 元 
素 z,yE A,z,y 总 是 可 较 的 ,所 以 ,A 必 是 全 序 集 ， 

在 讨论 良 序 集 的 另 一 性 质 之 前 ,我 们 引入 两 个 概念 , 即 截 段 和 
前 段 . 

截 段 的 定义 “” 设 给 定 全 序 集 A,A 的 子 集 工 称 为 A 的 一 个 截 
段 , 当 且 仅 当 ,对 任意 的 元 素 zx,y € A, 都 有 > 并 属于 工 并 且 y 小 于 
ZX, 那 么 ,y 必定 属于 T. 即 有 充 要 条 件 

Vr,y€E A(XETAy<zr—myET) 
成 立时 ,TS 4A, 本 就 是 A 的 一 个 截 段 . 
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截 段 的 定义 相当 于 说 ,A 的 截 段 工 是 4A 的 这 样 的 一 个 子 集 :车 
在 全 序 “ 委 ”的 作用 下 , z 是 工 的 元 素 , 那 么 在 4 中 凡 排 序 排 在 = 之 
前 的 A 的 所 有 元 素 都 必须 是 工 的 元 素 . 例如 , 设 A= {0,1,2,3)， 
那么 , {0} ,{0,1}{1,2}, {2,3} 尽管 都 是 A 的 子 集 , 但 在 某 个 全 序 
的 作用 下 ,只 有 {0},{0,1} 是 A 的 截 段 ,而 {1,2),{2,3) 都 不 能 成 
为 4 的 截 段 . 这 表明 , 截 段 是 特 指 全 序 集 的 某 些 特定 的 子 集 . 

在 全 序 集 A 的 截 段 中 ,如 果 截 段 工 基 4, 则 称 了 是 4 的 一 个 真 
截 段 . 集合 A 的 真 截 段 都 是 集 4 的 真子 集 , 但 集 A 的 真子 集 不 一 
定 就 是 A 的 真 截 段 . 如 上 述 例子 中 的 集合 {1,2} ,{2,3) 都 是 A 的 
真子 集 , 但 它们 根本 就 不 是 A 集 的 截 段 ,当然 更 不 会 是 真 截 段 . 

前 段 的 定义 ” 设 给 定 全 序 集 4, 并 给 定 a€ A, 称 S(a) = {x 
E Alr< 二 a) 为 a 在 A 中 的 前 段 , 或 者 为 A 中 4a 的 前 段 . 并 称 SCa) 
二 {zr€EA|lxra) 为 a 在 A 中 的 弱 前 段 . 如 图 : 


k 一 一 一 和 
ke 一 SO) 一 
:A 
a a 


显然 ,定义 中 的 S(a) ,SCa) 都 是 全 序 集 A 的 截 段 , 并且, 特别 地 
S(a) 必定 是 A 的 真 截 段 ,因为 对 SCa) 来 说 ,一 定 有 aEAAagk 
S(a). 而 S(a) 则 有 可 能 与 A 相等 ,只 需 a 是 全 序 集 A 的 最 大 元 即 
可 . 同时 ,对 于 全 序 集 4, 若 了 是 A 的 任 一 截 段 , 则 对 任 一 zE T， 
SGCz) 都 既是 A 的 真 截 段 又 是 A 中 x 的 一 个 前 段 . 

在 一 般 的 全 序 集 中 ,由 上 述 定义 可 知 , 真 截 段 是 比 前 段 更 为 广 
泛 的 概念 ,如 在 实数 集合 R 中 , 任 取 a € 有 R, 那 么 SCc),SCa) 都 应 该 
是 尺 的 真 截 段 ,其 中 ,固然 可 以 说 SCc) 是 a 的 前 段 ,但 SCa) 就 不 能 
是 任何 实数 定义 意 下 的 前 段 . 这 是 因为 在 实数 集 RR 中 ,在 a 的 后 面 
不 存在 (准确 地 说 是 存在 但 不 能 确定 )“ 紧 接着 ”的 任何 一 个 实数 . 
ax 的 截 段 .前 段 都 不 管 a 后 面 紧 接 着 的 那个 元 素 , 但 弱 前 段 要 转化 
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为 前 段 , 或 者 要 成 为 真 前 段 , 都 必须 涉及 紧 接 着 a 的 者 个 元 素 . 

定理 全 序 集 A 是 良 序 集 , 当 且 仅 当 对 于 4 的 任何 真 截 段 
个 ,存在 某 个 a € A, 使 得 工 = S(a). 

即 A 车 是 良 序 集 其 充分 必要 条 件 是 A 的 任何 一 个 真 截 段 ,都 
是 A 的 某 个 元 素 a 的 一 个 前 段 , 或 者 就 是 a 的 弱 前 段 . 

证 明 ; 必 要 性 . 

设 A 是 良 序 集 , 且 了 是 4 的 一 个 真 截 段 , 则 有 

A~T 顽 多. 

因为 A 是 良 序 集 , 所 以 ,A 的 任 一 非 空子 集 都 应 该 有 最 小 元 ， 
从 而 4 一 工 也 应 该 有 最 小 元 ,不妨 设 为 ae, 以 下 证 明 , 工 = S(a). 

事实 上 ,假定 x E 了 T 则 < a, 否 则 , 按 全 序 集 所 满足 的 三 歧 
性 ,必然 性 有 a 委 z, 而 按 截 段 的 定义 ,又 必然 有 a E 了 ,这 显然 是 
与 a € A ~ 本 相 矛盾 的 ,所 以 ,有 x € SCa); 

另 一 方面 ,因为 a 是 A 一 了 的 最 小 元 , 则 对 任意 的 zE A, 都 
有 车 x 二 a, 则 xz € S(a), 这 也 表明 x A~T, 即 z€ET. 

综 上 所 述 , 工 = S(a), 即 必要 性 成 立 . 

充分 性 . 

设 A 是 全 序 集 ,B 是 A 的 任 一 确定 的 非 空 子 集 , 工 是 B 在 4 中 

一 个 严格 下 界 元 素 所 构成 的 集合 , 即 有 
一 (yyEAIVYVzEBy<z))， 

显然 ,了 必然 是 A 的 一 个 真 截 段 ,由 题 设 ,必定 存在 a € 4 ,使 得 工 
二 S(a). 这 是 因为 ,对 任意 的 x € B, 一 定 有 a 声 z, 否 则 ,XE T= 
S(a), 这 与 本 是 A 中 子 集 B 的 严格 的 下 界 和 集合 即 B 门人 = 名 相 
廊 盾 . 并 且 ,a 必然 是 属于 8 的 ,否则 ,对 任意 的 zx E B, 排 除了 a 二 
Z 中 的 等 号 ,将 有 a< z, 从 而 使 得 cocE 工 = S(a), 这 又 与 前 段 的 定 
义 相 了 矛盾 . 综 上 所 述 ,a 必定 是 B 的 最 小 元 .由 BSA 的 任意 性 ， 
A 一 定 是 良 序 集 . 

本 定理 所 揭示 的 良 序 集 的 特征 是 ,由 于 真 截 段 必定 是 良 序 集 
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中 某 个 元 素 的 前 段 ,所 以 ,车 把 良 序 集 的 “顺序 ”看 做 是 从 左 向 右 
的 一 个 排列 ,那么 ,在 集合 A 中 从 左边 第 一 个 元 素 开始 任意 地 截取 
一 段 ,只 要 截取 的 不 是 A 集 的 全 部 ,那么 ,无 论 被 截取 的 部 分 是 否 
存在 最 大 元 ,但 A 集合 中 必定 存在 某 个 元 素 , 它 一 定 是 紧 接 在 这 个 
截 段 的 后 面 的 . 
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第 三 节 超 限 归纳 原理 


良 序 集 概念 可 以 说 是 自然 数 集合 的 最 小 数 原理 的 一 个 推广 应 
用 . 但 是 ,在 自然 数 集合 的 基础 上 归纳 还 有 重要 的 第 一 归纳 原理 
和 第 二 归纳 原理 ,那么 , 比 自然 数 集合 更 一 般 的 良 序 集 还 能 保留 、 
应 用 这 些 原理 吗 ? 

超 跟 归纳 原理 

在 前 面 我 们 曾 讨论 过 的 、 建 立 在 自然 数 集 w 基础 上 的 第 一 归 
纳 原理 是 : 设 A So, 并 且 满 足 

1.0E Ai; 

2. YnE€E wn € Amn € A), 

则 必然 有 A=w. 
因为 w 集 存在 最 小 元 0, 如 果 A 二 w, 那 么 A 也 应 当 有 最 小 元 
0, 这 样 我 们 可 以 简单 地 把 第 一 归纳 原理 改变 为 : | 
” 设 ASw, 并 且 满 足 
1.&w 的 最 小 元 0 E A; 
2.YnEowEADEA)， 
则 必然 有 A 一 

那么 ,这 个 作出 相应 改变 的 “归纳 原理 ”对 一 般 的 良 序 集 还 是 

适用 的 吗 ? 我 们 来 看 下 面 的 例子 . 设 集合 


/1 
W= 1{ ai! EU{, 


我 们 知道 ,W 以 数 的 大 小 关系 为 偏 序 , 是 一 良 序 集 ,其 最 小 元 为 0， 
最 大 元 为 1. 现在 设 W 的 一 子 集 


=1 -1 
和 = 位 ji I Ew} 


显然 , 当 二 0 时 ,虽然 W 的 最 小 元 0 是 属于 A 的 ,但 此 时 的 0 却 
并 非 是 自然 数 的 0, 因 此 ,我 们 不 能 说 A 是 满足 条 件 1 的 ;对 条 件 2 
的 证 明 几 乎 是 不 可 能 的 ,因为 在 自然 数 集中 定义 的 上 和 ?2 的 后 继 
从 理论 上 说 ,对 集合 殉 与 A 都 是 不 适合 的 . 那么 ,假定 我 们 从 形式 
这 一 角度 出 发 ,把 上 述 原 理 改 变 为 : 

设 ACW, 并 且 满 足 

1.W 的 最 小 元 € A; 

2. Ya € Wla € A~ 紧 接 着 4a 的 后 一 个 元 素 € A)， 
则 必然 有 A = WW. 

那么 ,下 述 理由 表明 这 样 的 归纳 原理 对 一 般 的 良 序 集 来 说 还 
是 不 恰当 的 . 这 是 因为 ,第 一 ,“ 紧 接着 a 的 后 一 个 元 素 ” 对 有 的 良 
序 集 是 不 可 操作 的 ,例如 上 面 所 列举 的 集合 W ;其 次 ,即使 是 满足 
条 件 1 和 条 件 2, 但 这 些 条 件 可 能 并 不 能 够 足以 将 我 们 所 需要 的 元 
素 都 予以 归纳 . 如 上 例 中 WW 和 A 的 关系 ,显然 WW 的 最 小 元 0, 是 属 


于 A 的 ,并 且 如 果 对 任意 的 a 一 1 一 -+ E 下 ,都 有 


1 1 
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但 并 不 能 因此 推出 W = A, 因 为 明显 的 有 1E€ W 但 1 A. 所 以 ， 
对 第 一 归纳 原理 ,无 论 我 们 如 何 改 造 , 它 都 是 不 适合 一 般 的 良 序 集 
的 . 但 关于 自然 数 集 的 第 二 归纳 原理 则 不 同 , 因为 第 二 归纳 原理 
依赖 的 是 自然 数 的 最 小 数 原理 来 建立 的 ,而 这 一 点 恰好 符合 一 般 
良 序 集 的 特点 ,因此 ,我 们 不 妨 在 更 一 般 的 形式 和 意义 上 把 第 二 归 
纳 原理 改造 为 适宜 一 般 良 序 集 的 归纳 原理 ,我 们 把 这 个 改造 后 的 
第 二 归纳 原理 称 为 超 限 归纳 原理 ， 

定理 ” 设 W 是 良 序 集 ,对 于 任何 的 A 导 W, 如 果 A 满 足 条 件 

Va E€E W(lS(a) CC Aa € A), 
则 A==W. 
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这 个 定理 的 证 明 同 第 二 归纳 原理 的 证 明 有 完全 类 似 的 思路 . 

设 A 天 殉 , 则 克 一 4 关 杂 ,由 于 殉 是 良 序 集 , 故 砚 一 4 必然 
有 元 素 也 为 其 最 小 元 ,于 是 由 归纳 假设 有 

S(w) CA 一 zwEA， 
这 显然 是 和 w € W ~ A 相 了 矛盾 的 ,所 以 ,W = A. 

可 以 证 明 , 若 已 知 集合 W 是 全 序 集 ,但 W 的 任意 满足 条 件 
Sl(w) C Aw EE A 的 子 集 A 都 一 定 与 WW 重合 , 则 WW 必定 是 一 良 
序 集 . 这 等 于 说 ,对 全 序 集 W,W 是 良 序 集 当 且 仅 当 对 任意 的 A 忆 
W 都 有 : 若 A 满足 条 件 

Vw E W(S(w) C A—w € A), 
则 A = W. 
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第 四 节 序 集 的 相似 和 和 良 序 集 的 比较 


一 . 序 集 的 相似 


定义 ” 设 给 定 序 集 (X, 委 -),(Y, 二,), 当 且 仅 当 
1. 存在 /:X 一 Y, 使 得 XY; 
2. 对 于 任意 的 a,b € X, 都 有 
a 人 bofla) <,f DD) 
成 立 , 则 称 序 集 XX 和 YY 相似, 记 为 XcoY, 并 称 f 是 由 XX 到 Y 上 的 
一 个 相似 映射 . 
由 定义 所 设 的 条 件 不 难看 出 , 序 集 的 相似 在 条 件 上 比 集合 之 
间 和 序 集 之 间 的 等 势 更 为 严格 . 等 势 只 需要 在 两 集合 之 间 能 够 找 
到 一 个 双 射 即 可 , 它 反映 的 是 两 个 集合 的 元 素 可 以 配对 “同样 多 ” 
相似 则 不 然 , 它 不 仅 需 在 两 集合 之 间 有 确定 的 双 射 存在 ,并 且 要 求 
这 样 的 双 射 在 值 域 中 保持 相应 元 素 之 间 的 可 较 性 质 . 例如 , 令 
X=w, 


,1 _ 1 
Y= {1 pr 


在 w 中 ,以 “<<” 关 系 为 偏 序 ,而 在 Y 中 以 “>>” 关 系 为 偏 序 ， 
委 -， 二 ,过 并 且 志 ,, = ,>. 现在 X 和 Y 之 间 定 义 f = 1 一 


XY,; 
另 一 方面 ,对 任意 的 m,n € XX 都 有 ,如 果 m 过 <n, 那 么 
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pt 


m1 7 十 1 
显然 ,f 不 但 是 双 射 ,并 且 在 f 的 值 域 中 始终 保持 有 相应 元 素 的 可 
较 性 ,所 以 , X cp 了, 即 


w 0 (1 一 FT 1 | 7€ ow). 


汉 如 实 雪 入 让 和 其 真子 全 (0， 1) ,我 们 以 人 们 所 习惯 的 >” 

关系 分 别 为 它们 的 偏 序 ,在 R 和 (0,1) 之 间 定 义 下 为 
F(z) = arccotz, 

则 不 难 验 证 ,F 是 从 R 到 (0,1) 上 的 一 个 双 射 ,由 于 当 z 一 
十 ce 时 ，arccotz 一 0，arccotz 一 1, 故 对 任意 的 c,8ER, 都 有 au>B 
时 ，arccota < arccotB, 即 下 不 但 是 双 射 ,并 且 在 下 的 值 域 中 始终 
保持 有 相应 元 素 的 可 较 人 性 ,所 以 ， 

Rc (0,1). 


-1 1 1 | 
而 对 于 集合 X = 1 zi1l" ee 和 Y {1 i 


E w} U {1} 来 说 ,X 与 Y 不 能 相似 ,因为 在 两 者 之 间 , 不 存在 双 射 ， 
使 得 X 了 , 

定理 “对 于 任意 的 序 集 X,Y,Z ,都 有 

1. 自 返 性 成 立 , 即 有 X cp Xi 

2. 对 称 性 成 立 , 即 若 有 X 2Y, 则 了 cp Xi 

3. 传递 性 成 立 , 即 若 有 X 2Y 并 且 了 cp Z, 则 Xc Z. 

定理 的 成 立 是 显然 的 ,证 明 从 略 . 

由 于 在 全 序 集中 “< 天 ”关系 具有 完全 的 三 歧 性 , 故 使 全 序 集 
(特别 是 良 序 集 )X 与 Y 相似 的 充分 必要 条 件 可 以 表述 为 : 

(1) 存在 从 XX 到 Y 的 满 射 了 ; 

(2)f 是 严格 递增 的 , 即 对 任意 的 元 素 a,5 € X, 都 有 

a < ba) < fo). 
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二 、 良 序 集 的 可 较 原 理 


定理 ” 设 和 是 良 序 集 ,/ 是 X 到 其 某 一 子 集 A 上 的 一 个 相似 
映射 , 则 对 于 任何 的 a € ,a 二 f(a). | 

证 明 :我 们 利用 超 限 归纳 原理 来 证 明 这 一 定理 . 设 条 件 中 的 
子 集 

A={xE€ XIzr< fz))}, 

那么 ,对 于 任意 的 a € X, 如 果 SCo) CA, 那 么 ,只 需要 能 够 证 明 a 
E 4 就 可 以 了 , 这 也 等 于 说 ,如 果 设 对 于 一 切 z 二 a, 都 有 工 声 
f(zx) ,那么 ,只 需要 能 够 证 明 a 委 fla) 就 足够 了 , 我们 下 面 用 反 
证 法 来 说 明 这 一 点 : 

假设 ec 委 f(a) 在 给 定 的 条 件 下 不 成 立 , 那 么 ,由 于 是 从 X 
到 X 的 子 集 4 上 的 映射 ,因此 a,f(a) 都 是 属于 XX 集 的 . 匀 是 良 序 
集 , 由 良 序 集 在 “<” 关 系 上 严格 的 三 歧 性 ,必定 有 f(a) 二 a 成 立 . 
在 归纳 假设 中 ,不 妨 令 z = f(z), 则 有 f(a) 委 ff(a)) 成 立 . 

然而 , 另 一 方面 ,由 良 序 集 都 是 全 序 集 ,所 以 ,从 XX 到 其 子 集 
A(4 与 X 此 时 具有 相同 的 序 ) 上 的 相似 映射 了 必须 是 严格 递增 的 
(定义 ) , 故 由 f(a) < a 又 必须 有 (CCa)) 过 f(a) 也 成 立 , 由 假 
设 , 即 f(x) < xz 成立, 这 显然 与 归纳 假设 矛盾 . 所 以 ,只 能 有 < 委 
Fa) 成 立 , 即 a E 4， 

由 超 限 归 纳 原理 , 即 A = X. 

本 定理 的 直观 意义 在 于 ,首先 ,对 于 任意 的 一 个 良 序 集 , 若 存 
在 由 该 集 到 其 某 个 子 集 的 相似 映射 ,那么 ,我们 一 定 能 证 明 这 个 良 
序 集 与 该 子 集 是 同一 个 集合 ;其 次 ,是 一 个 良 序 集 如 果 存 在 到 其 某 
个 子 集 的 相似 映射 ,那么 ,这 个 相似 映射 不 能 是 “后 退 的 ”或 者 是 
递减 的 ,相似 映射 的 定义 表明 了 这 一 点 ,而 上 述 定 理 的 证 明 又 证 明 
了 这 一 点 :只 要 否认 其 递增 性 ,就 会 导致 逻辑 矛盾 . 而 一 般 的 全 序 
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集 则 可 能 并 不 具备 这 样 的 性 质 . 例如 , 设 F:R 一 (0,1), 令 f(x) = 
arccotz, 由 计算 可 知 ,对 任意 的 xz€ R, 都 有 F(z) 声 z, 即 F(z) 不 
是 递增 的 ,所 以 下 不 能 是 由 丸 到 (0,1) 上 的 相似 映射 . 而 对 于 映射 
F;ww,, 定 义 FF(n) = 2n, 由 于 任意 的 n€w 都 有 nn 声 2n, 所 以 下 
是 相似 映射 显然 . 

定理 ”任何 良 序 集 不 能 与 其 真 截 段 相似 . 

证 明 : 设 义 是 良 序 集 ,假设 XX 与 其 某 一 真 截 荆 段 相 似 , 则 存在 
从 X 到 工 上 的 相似 映射 刻 由 于 久 是 良 序 集 ,T 是 X 的 真 截 段 , 故 
工 必然 是 某 个 € XX 的 前 段 , 即 有 全 = S(a). 于 是 由 f(a)€E T= 
Sl(a) 推 之 ,一 方面 有 f(a) 过 a( 定 理 的 条 件 ) ,而 另 一 方面 又 有 a 
过 f(a) (上述 已 证 定理 ), 这 显然 是 一 个 矛盾 ,因此 ,这 样 的 相似 映 
射 /不 可 能 存在 ,所 以 ,和 良 序 集 X 也 不 可 能 与 其 任意 的 真 截 段 相似 


定理 设 给 定 良 序 集 X 和 Y, 若 存在 从 X 到 Y 上 的 相似 映射 
六 则 了 必定 是 唯一 的 . 
证 明 : 设 /六 ,g 都 是 从 X 到 YY 上 的 相似 上 映射, 则 (g 一 。.P 必定 是 
从 义 到 XX 上 的 相似 映射 ,由 上 述 已 证 定理 ,对 任意 的 a € 和 ,一 定 
有 ， 
4a 委 (8 ja) 
成 立 . 由 相似 映射 或 函数 复合 的 人 性质, 在 上 述 公式 的 两 边 同 时 使 
用 相似 映射 g, 则 有 
g(a) < fla) 
成 立 . 同样 的 道理 ,映射 广 ，g 必定 也 是 从 X 到 XX 上 的 相似 映射 ， 
因此 也 有 
a 人 (fg)(a), 
则 有 
fla) < g(a), 
比较 上 面 的 结果 ,所 以 有 
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fla) = g(a), 

即 ,相似 映射 对 良 序 集 X 和 YY 来 说 ,只 能 是 唯一 的 . 

良 序 集 的 可 较 原理 ”对 于 任意 给 定 的 两 个 良 序 集 X 和 了 ,以 
下 三 种 情形 中 恰好 有 一 种 成 立 : 

1.XcDyY; 

2.X OY 的 某 一 真 截 段 ; 

3. X 的 某 一 真 截 段 2 Y， 

由 上 述 已 证 定理 ,不 难说 明 可 较 原 理 的 三 种 情况 是 两 两 不 相 
容 的 ,因此 ,我 们 只 需要 证 明 在 上 述 三 种 情况 中 至 少 有 一 种 成 立 就 
可 以 了 . 如 果 和 和 YY 中 有 一 个 为 空 集 ,那么 结论 的 成 立 是 显然 的 . 
下 面 设 X,Y 都 不 是 空 集 ,并 假定 X 和 Y 的 每 一 个 都 不 与 另 一 个 的 
真 截 段 相似 ,那么 ,只 需要 我 们 能 证 明 X 和 了 相似 就 可 以 了 . (证 明 
略 , 有 需要 了 解 者 可 参考 北京 师范 大 学 出 版 社 董 延 间 的 《基础 集合 
论 》 第 151 页 ) 


* 223 。 


第 五 节 良 序 化 原理 


对 于 任意 一 个 集合 ,无 论 它 是 否 带 有 偏 序 , 良 序 化 原理 所 提供 
的 保证 是 ,我 们 总 能 找到 某 种 方式 ,从 而 赋予 它 一 个 良 序 . 为 了 一 
般 地 说 明 这 个 原理 ,我 们 先 做 一 些 必 要 的 观察 . 

任意 给 定 集合 A, 如 果 A 是 空 集 儿 ,那么 由 定义 , 偏 序 好 就 是 
我 们 所 给 出 的 一 个 良 序 , 它 使 得 空 集成 为 良 序 集 . 以 下 为 说 明 一 
般 性 ,不 妨 设 A 闫 名, 并 且 设 A 为 一 无 穷 集 . 在 上 述 给 定 条 件 下 ， 
A 是 否 能 够 良 序 化 虽然 还 没有 证 明 , 但 从 良 序 的 定义 来 看 ,A 有 良 
序 化 的 子 集 则 是 无 疑 的 , 例如 ,对 任意 的 a € A, 可 构造 序 集 ({4)， 
三 ), 由 前 面 的 讨论 ,我 们 知道 ({a}, =) 就 是 一 个 良 序 集 , 而 显然 
{ta} CA. 

现在 ,我 们 以 DD 表示 A 的 任 一 良 序 化 的 子 集 , 记 为 (D, 志 b)， 
其 中 ,D SA, 而 “bp” 是 DD 的 良 序 . 由 于 DD 只 是 A 的 子 集 ,因此 
没有 理由 否认 这 些 子 集 之 间 的 相 容 性 ;但 现在 的 问题 是 ,假如 使 得 
A 的 各 子 集 良 序 化 的 偏 序 委 。 是 互 不 相同 或 者 基本 上 是 互 不 相 
同 ,那么 ,我 们 对 A 的 良 序 化 讨论 也 就 没有 什么 好 说 的 了 ,因为 我 
们 在 这 样 的 条 件 下 对 A 的 良 序 化 根本 就 做 不 出 什么 事情 来 . 我 们 
首先 需要 做 的 是 ,把 A 的 各 个 良 序 化 子 集 的 良 序 <o 先 统一 起 来 . 
下 面 ,我 们 就 利用 已 介绍 的 选择 公理 来 完成 这 一 工作 . 

没 g 是 A 的 一 个 选择 函数 ,规定 :对 于 A 的 每 个 良 序 化 子 集 
(了 , 委 p) ,都 有 

Va € D(g(A ~ Sp(a)) = a); 
其 中 ,Sp la) 可 以 看 成 是 在 集合 口中 元 素 4 的 前 段 . 之 所 以 可 以 看 
成 是 a 的 前 段 ,是 因为 尽管 人 是 任意 集合 ,但 子 集 忆 在 偏 序 委 o 作 
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用 下 成 为 良 序 集 ,当然 它 必 定 是 全 序 集 ,因此 So(c) 满足 前 段 的 定 
义 . 按照 上 述 选择 函数 的 规定 , 设 a; 为 D 中 按 确定 的 良 序 排 在 第 
i 十 1 位 上 的 元 素 ,D 中 的 第 一 个 元 素 若 为 ao, 则 a。= 2(4) ,因为 
此 时 在 D 中 a。 的 前 段 为 空 集 包 ;而 ci = pg(A ~ (a0)),as = pg(A 
~ (aal)),as 二 p(A ~ {aoya1,42)) 等 . 那么 ,({ao}, 二) 就 是 | 
第 一 个 我 们 需要 的 良 序 化 子 集 . 并 和 且 ,如 果 良 序 化 子 集 ({ao ,aa ， 
委 ', ) 也 符合 选择 公式 的 规定 ,那么 ，({ao ,a1), 委 ; ) 就 是 第 二 个 良 
序 化 子 集 , 其 中 ,ae 为 其 最 小 元 , 有 a。 志 14a:， 如 果 良 序 化 子 集 
(C(aoyalyaz) 魏 :) 同样 符合 选择 公式 的 规定 ,那么 ，({ao ,al ,as)， 
委 :) 就 是 第 三 个 良 序 化 子 集 , 其 中 ,a。 还 是 为 其 最 小 元 ,由 良 序 所 
具有 的 传递 性 ,有 ao 委 :ai 委 :az: 如 此 等 等 ,我 们 可 以 一 般 地 得 到 
DD 的 良 序 化 子 集 
(GE 
从 而 有 
Qo Sd Ed2 En Sra 

从 这 些 具体 的 良 序 化 子 集 可 以 看 出 ,它们 的 元 素 最 终 确实 能 够 找 
到 并 保持 有 统一 的 某 个 良 序 . 由 于 这 些 子 集 的 后 一 个 总 是 包容 着 
前 一 个 从 而 前 面 的 所 有 子 集 , 因此 ,把 这 样 的 情况 设法 概括 为 一 
般 , 那 么 可 以 期 望 , 求 一 切 符合 选择 公式 规定 的 子 集 的 并 集 , 就 可 
能 得 到 被 完全 良 序 化 了 的 集合 4. 下 面 定 理 的 证 明 ,就 是 沿 着 这 样 
的 思路 来 展开 的 . 

定理 ”每 个 集合 都 可 以 良 序 化 . 或 者 说 ,对 于 任意 的 集合 A， 
必定 存在 着 它 的 某 个 偏 序 委 ,使 得 (4, 科 ) 成 为 良 序 集 . 

证 明 :如 前 分 析 , 可 设 集合 A 关 他, 并 按照 选择 公理 , 设 好 是 
A 的 一 个 选择 函数 . 为 了 以 下 证 明 中 叙述 的 方便 ,我 们 约定 , 当 且 
仅 当 DD CS A 并 满足 条 件 

1. 存在 DD 的 偏 序 <<, ,使 得 (D, 委 o) 是 良 序 ; 

2. 对 于 任意 的 a € D,p(4 ~ So(a)) = a， 
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则 称 良 序 集 (D, 委 p) 是 一 个 了 一 集 , 并 用 卫 记 这 样 的 一 切 了 三 4. 
下 面 ,我 们 分 几 步 来 证 明 本 定理 . 

首先 , 对 于 任 一 个 给 定 的 D CC 4, 若 存在 两 个 良 序 委 。 和 
二 bp, ,使 得 (D, <<p, ) 和 (D, bp, ) 都 是 一 集 , 则 和 bp, 和 二 pb, 必定 
是 相同 的 . 我 们 只 需要 在 任意 给 定 的 集合 D 中 , 任 取 元 素 a, 使 得 
So (a) 二 So (a) 就 可 以 了 . 利用 超 限 归纳 原理 ,对 于 给 定 的 DD 和 
a 在 DD 中 任 取 元 素 x 二 a, 设 Sp (x) = Sm (zx) ,那么 ,集合 Spi (a) 
在 良 序 集 (D, 委 m ) 中 还 是 一 个 截 段 . 这 是 因为 , 设 zE Spi(a) 且 
任意 的 yE So (x) ,此 即 在 (D, 委 mm) 中 ,zx 过 a, 并 且 在 (D, 委 m ) 
中 ,y 过 xz. 由 归纳 假设 ,必然 有 y 二 x, 从 而 y 二 DD 中 同一 个 给 定 
的 a, 即 y€ Sm (a). 可见, 集合 Spi(a) 在 良 序 集 (D, 委 m) 中 依然 
只 是 一 个 截 段 ,由 于 au & Sp (a) ,因此 ,Sp (a) 是 (D, 之 ) 的 一 
个 真 截 段 . 现在 设 在 (D, 委 m) 中 它 是 a 的 前 段 , 则 有 

Spi(a) = So(a 
由 丁 一 集 的 定义 条 件 , 有 
a = g(A ~ Sn (a)) 
= pg(A~ Sn (a’) 
一 a’, 
于 是 ,对 于 任意 给 定 的 D 和 a ,我 们 能 够 归纳 得 到 
Spi(a) = Sp (a), 
即 在 给 定 的 条 件 下 , 二 bp 和 委 m 必定 是 相同 的 . 

其 次 ,我们 证 明 , 如 果 (D, 委 p) 和 (PE, 入 es) 都 是 了 一 集 , 那 么 ， 
或 者 品 是 (E, < 过) 的 截 段 , 或 者 玉 是 (D, 委 o) 的 截 段 ,并 且 ,两 者 
在 元 素 的 共同 部 分 良 序 的 顺序 保持 一 致 性 . 

在 没有 说 明 集 合 D,E 的 相同 部 分 在 良 序 顺 序 上 具有 一 致 性 
之 前 ,要 断言 上 述 证 明 中 的 另 一 个 结论 是 困难 的 . 下 面 ,我 们 换 一 
个 角度 来 考虑 问题 . 设 > 是 满足 下 述 条 件 的 集合 下 的 全 体 ， 
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1 .FCDNE:; 

2. 下 同时 是 良 序 集 (D, <<p) 和 CE, 入 e) 的 截 段 ， 
另 设 G=U (>)). 那么 ,不 难 验 证 ,集合 G 依 然 满足 上 述 条 件 1 和 
条 件 2, 或 者 说 ,此 时 的 G 就 是 满足 上 述 条 件 的 最 大 的 下 , 下 面 ,我 
们 证 明 G 不 能 同时 是 (D, 委 。) 和 (E, 和 s) 的 真 截 段 ， 

这 是 因为 ,如 果 G 同 时 是 二 者 的 真 截 段 ,那么 必定 存在 4eED 
并 且 有 e € 下 ,使 得 G = So(d) = Se(e). 又 因 (D, 委 p) 和 (E， 
5) 都 是 工 一 集 ,所 以 有 

pg(A~G)=d=e, 

这 表明 ,d =e€ DN E. 现在 设 G 二 GU {d), 由 弱 前 段 定 义 ,G/ 
二 Sp(d) = Se(e), 可 见 ,G' 依然 满足 上 述 条 件 1 和 条 件 2, 因 此 ， 
除非 G' = G, 否 则 这 就 同 G 是 满足 上 述 条 件 的 最 大 的 下 的 假设 矛 
盾 . 现在 ,G 既 同时 是 (D, <<p) 和 (FE, 和 s) 的 截 段 ,但 又 不 能 同时 
是 二 者 的 真 截 段 ,所 以 ,G 只 能 与 D ,已 中 的 某 个 集合 重合 . 不 妨 设 
G = EE, 于 是 由 上 述 证 明 ,E 是 (D, 委 p) 的 截 段 . 现在 ,一 方面 (E， 
Ee) 是 了 一 集 , 另 一 方面 , 它 又 是 了 一 集 (， 魏 D) 的 截 段 ,因此 ， 
(E, <p) 也 是 了 一 集 . 所 以 , 按 上 述 首先 证 明 的 结果 ,在 已 中 区。 
和 委 = 是 相同 的 . 

再 次 ,我 们 来 确定 所 需要 的 偏 序 委 . 设 U ==U CT) ,并 如 下 定 
义 整个 口 的 偏 序 :根据 上 述 其 次 的 证 明 , 对 于 任意 的 两 个 属于 口 都 
必须 同时 属于 某 个 DE 工 的 zx 和 yy ,那么 ,我 们 就 用 这 个 DD 的 偏 序 
< 和" 来 确定 z 之 y 或 者 y 万 工 ,而 并 不 刻意 于 特定 的 品 的 选择 . 事 
实 上 , 设 zx,y 同属 于 D E 了 且 同 属于 已 € 了 ,那么 按 其 次 所 证 ,或 
者 EE 是 (D, 委 p) 的 截 段 ,或 者 DD 是 (E, <s) 的 截 段 ,并 且 在 x,y 所 
属 的 共同 部 分 保持 有 顺序 上 的 一 致 性 , 即 有 

TRIPZ 之 By， 
那么 ,在 赋予 了 U 以 上 定义 的 偏 序 之 的 基础 上 ,我们 容易 证 明 ,对 
于 任意 的 一 个 DE , 都 应 该 是 序 集 (U, 和 <) 的 一 个 截 段 . 这 是 因 
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为 ,假设 a € D 且 xz < 过 4, 那么, 如果 z 属 于 某 个 EE 古 , 那 么 ,或 者 
是 (D, 之 bp) 的 截 段 ,这 时 当然 有 x E DD; 或 者 此 时 DD 是 (E, 委 s) 
的 截 段 ,此 时 由 a € DD 并且 (zx 过 aez 过 a), 同样 可 推出 x ED， 

另外 ,我 们 证 明 (U, 委 ) 是 了 一 集 . 

首先 ,U 是 良 序 集 . 这 是 因为 , 若 设 集合 BCU, 并 为 不 失 一 般 
性 , 令 B 关 好 . 那么 , 任 取 0E B, 看 非 空 集合 C= {x€E Blzx< 
6b) ,因为 U 是 一 切 D ET 的 并 集 , 所 以 5 必定 属于 某 个 DET. 由 
上 述 再 次 的 证 明 ,D 是 口 的 一 个 截 段 , 故 由 截 段 的 定义 ,任何 z+ 二 5 
都 会 属于 疡 ,所 以 必然 有 CS D. 既然 C 是 良 序 集 D 的 非 空子 集 ， 
所 以 C 一 定 有 最 小 元 ,由 C 的 构造 ,这 个 最 小 元 必定 也 是 召 的 最 小 
元 . 这 就 足以 证 明 U 是 良 序 集 . 

其 次 ,我 们 证 明 世 满足 卫 一 集 的 第 二 个 条 件 , 任 设 a E 口 , 则 
a 必定 属于 某 个 D €E 工 因为 DD 是 U 的 截 段 ,所 以 有 

Sl(a) = Sp l(a). 
但 也 是 满足 卫 一 集 的 第 二 个 条 件 的 ,所 以 ， 
pA ~ S(a)) = pg(A~ Sp(a)) = a. 

综 上 所 述 ,(U, 委 ) 是 了 一 集 . 

最 后 ,我 们 证 明 :U = A. 

事实 上 ,如 果 U 关 A, 那 么 A~U 关 多 . 设 

U’ =UU {pg(h ~ OD}, 

并 且 这 样 规定 U' 的 偏 序 :(1) 在 UU 中 ,保持 UU 原来 的 顺序 ; 
(2) 取 pl(A ~) 为 UU 的 最 大 元 . 由 U 的 构造 和 了 一 集 的 定义 ， 
不 难 验 证 , 带 有 这 样 偏 序 的 U' 依然 是 卫 一 集 , 这 就 同 U 是 给 定 条 
件 下 最 大 的 了 一 集 矛 盾 ,所 以 ,必然 有 LU = A. 

综 上 所 述 , (4, 科 ) = (U, 声 ) 是 良 序 集 ,定理 成 立 

集合 理论 的 创始 人 康 托 尔 最 先 提出 了 和 良 序 化 原理 ,他 把 它 称 
为 一 个 极为 重要 的 逻辑 律 . 但 康 托 尔 在 其 有 生 之 年 并 没有 能 够 对 
这 一 重要 的 定理 作出 证 明 . 完成 这 一 定理 的 证 明 的 是 集合 公理 论 
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的 带头 人 策 梅 罗 . 1904 年 , 策 梅 罗 第 一 次 利用 选择 公理 证 明了 和 良 
序 化 原理 ,其 大 致 过 程 如 上 述 的 证 明 过 程 . 选择 公理 的 应 用 在 证 
明 中 起 着 十 分 关键 的 作用 . 可 以 说 , 正 是 由 于 承认 了 A 的 选择 函 
数 g 的 存在 ,我 们 才能 利用 它 在 丁 一 集 的 定义 第 二 个 条 件 中 使 得 
一 切 栈 一 集 的 良 序 得 以 统一 ,才能 最 终 地 去 确定 U == A 的 良 序 . 所 
以 ,只 要 我 们 承认 选择 公理 ,那么 ,我 们 就 得 依据 它 去 证 明成 立 的 
良 序 化 原理 . 

良 序 化 原理 仅 是 从 理论 上 肯定 了 一 切 集合 的 可 良 序 化 . 但 对 
不 同 的 集合 ,其 具体 的 良 序 化 过 程 却 可 能 是 非常 复杂 的 ,如 实数 集 
R, 按 其 本 来 的 顺序 ,R 是 全 序 集 而 非 良 序 集 ， 和 良 序 化 原理 既然 肯 
定 任意 集合 都 是 能 够 良 序 化 的 ,R 当然 也 能 良 序 化 . 但 事实 上 ,至 
今 没有 任何 人 能 够 给 出 R 的 一 个 具体 良 序 的 明显 的 定义 实例 ,而 
更 不 必 说 那些 比 R 更 大 的 集合 了 ,如 集合 纪 (R) ,8( 和 (R)) 等 . 

尽管 良 序 化 原理 是 这 样 的 抽象 和 难以 操作 ,但 它 的 确 同 选择 
公理 一 样 ,是 当代 不 少数 学 分 支 中 一 些 重要 内 容 的 理论 依据 . 就 

合 论 来 说 也 是 这 样 ， 如 我 们 在 前 面 介 绍 集合 之 间 的 可 较 问 题 

时 , 曾 提 出 了 这 样 一 个 问题 :任意 的 两 个 集合 是 否 一 定 可 较 ? 当 时 
我 们 从 理论 上 说 的 确 是 无 法 回答 这 一 问题 的 . 但 现在 依据 良 序 化 
原理 ,这 样 的 问题 是 完全 可 以 解决 的 了 . 

定理 “对 于 任意 的 两 个 集合 A,B, 以 下 三 种 情形 中 恰好 有 一 
种 成 立 : 

(1)A zB; 

(2)A<B; 

(3)B <A. 

证 明 : 由 等 势 和 严格 受制 的 定义 ,(1) 和 (2),(1) 和 (3) 的 分 别 
不 相 容 是 明显 的 . 并 且 ,(2) 和 (3) 也 是 不 相 容 的 ,这 是 因为 ,如 果 
这 两 者 是 相 容 的 ,那么 就 有 
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(4<B)A(B<A4) 
~(AdB)A (BdA) A 人 一 (Am 了 B) 
"(AB)A~ (A 2 B); 
即 ,只 要 肯定 (2) 和 (3) 相 容 ,就 必定 产生 逻辑 矛盾 :A 等 势 于 B 并 
且 并 非 A 等 势 于 B. 因此 ,(2) 和 (3) 也 不 相 容 ， 
其 次 我 们 证 明 (1)(2) 和 (3) 中 至 少 有 一 种 情况 是 成 立 的 . 由 
良 序 化 原理 ,可 以 分 别 赋予 任意 集合 4,B 以 良 序 . 再 由 已 证 的 良 
序 集 的 可 较 性 定理 ,以 下 三 种 情况 中 至 少 有 一 种 能 成 立 : 
(1) 良 序 集 A 与 良 序 集 B 若 相似 , 则 有 A > B; 
(2) 良 序 集 A 与 良 序 集 B 的 某 一 真 截 段 若 相似 , 则 有 A4B; 
(3) 良 序 集 A 的 某 一 真 截 段 与 良 序 集 B 若 相 似 , 则 有 B4 A. 
在 (2) 和 (3) 中 略 去 相同 的 部 分 , 即 可 知 定理 中 的 (1),(2》 和 
(3) 中 至 少 有 一 个 成 立 . 而 综 上 全 部 证 明 , 可 知 定理 中 的 (1),(2) 
和 (3) 中 恰好 有 一 个 成 立 . 
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第 六 节 Zorn 引 理 


在 本 章 开始 的 时 候 , 我 们 最 初 考虑 的 是 一 般 的 序 集 . 而 从 第 
二 节 开 始 ,我 们 就 把 重点 放 在 了 和 良 序 集 的 讨论 上 ,并 由 此 得 出 了 一 
些 重要 的 结果 . 现在 ,我 们 仍 回 到 一 般 的 序 集 . 首先 ,我们 来 推广 
序 集 的 最 大 元 概念 . 


一 . 极 大 元 和 极 小 元 


设 A 是 一 个 序 集 且 a € A, 我 们 称 a 是 A 的 一 个 极 大 元 ,一般 

是 指 在 A 中 不 存在 大 于 a 的 元 素 , 即 对 于 任意 的 x € A, 都 有 
ra. 

如 前 所 述 , 在 集合 (3) ~ {0,1,2} 中 ,不 存在 最 大 元 ,但 (0,1}， 
40,2), (1,2) 都 是 上 述 所 描述 的 纪 (3) ~ (0,1,2} 的 极 大 元 . 

最 大 元 和 极 大 元 这 两 个 概念 既 相 联系 又 相 区 别 . 首先 ,从 数 
量 上 说 ,一 个 序 集 若 存在 最 大 元 ,那么 ,最 大 元 只 能 是 唯一 的 ;但 从 
上 例 来 看 , 极 大 元 却 可 以 有 多 个 . 其 次 ,从 偏 序 的 半 三 歧 性 和 对 极 
大 元 的 描述 来 看 ,一 个 序 集 的 最 大 元 必定 同时 是 极 大 元 ,但 极 大 元 
却 不 一 定 是 其 最 大 元 . 当然 ,对 于 全 序 集 来 说 , 按 全 序 集 所 具有 的 
完全 三 歧 性 ,不 但 其 最 大 元 是 极 大 元 ,反之 也 正确 . 这 是 因为 对 于 
任意 全 序 集 A 来 说 ,条 件 Yx € A(z 之 a) 和 条 件 YzxE€ A(r*¥ 
a) 是 等 价 的 . 一 般 的 序 集 则 不 同 , 半 三 歧 性 肯定 的 是 , x 六 a 包括 
有 za 和 zx ,a 根本 就 不 可 较 这 两 种 可 能 ,因此 极 大 元 完全 可 能 不 
是 序 集 的 最 大 元 . 

为 了 给 出 极 大 元 的 准确 定义 ,并 且 方 便 这 个 定义 在 讨论 中 的 
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运用 ,我 们 不 妨 完 分 析 比 较 一 下 a 的 条 件 
YrE Alzr ~¥ Qa) ee OD 
和 条 件 
YrE ADamz 一 四 
如 果 条 件 @ 成 立 ,并 再 设 zx 之 a, 那 么 在 此 假设 和 条 件 @ 的 共同 
作用 下 ,必然 有 x 二 a 成立 ,因此 条 件 @ 也 成 立 . 反之 ,如 果 先 假 
定 条 件 @ 成 立 ,那么 条 件 @ 也 应 当成 立 . 这 是 因为 ,如 果 条 件 四 
不 成 立 , 即 是 
1x € A(zr> a), 
但 是 ,条 件 @ 已 假定 成 立 , 故 由 
并 记 > 0 一 工 字 0 
一 工 二 0， 
这 明显 地 与 偏 序 的 半 三 歧 性 矛盾 ,所 以 , 当 条 件 @ 成 立时 ,条 件 @ 
不 可 能 不 成 立 . 
由 上 述 的 分 析 比 较 , 关 于 a € A 的 条 件 四 和 @ 显 然 是 一 对 等 
价 的 条 件 ,既然 如 此 ,我 们 不 妨 以 条 件 @ 来 定义 极 大 元 的 概念 . 
定义 “” 设 给 定 序 集 4, 当 且 仅 当 存在 aE 4, 使 得 对 于 任意 的 
zEA, 都 有 
TT 之 a 了 X= a， 
则 称 a 是 A 的 一 个 极 大 元 . 
类 似 地 ,我 们 可 以 把 最 小 元 的 概念 扩充 为 极 小 元 . 
定义 ” 设 给 定 序 集 A, 当 上 且 仅 当 存在 a € A, 使 得 对 于 任意 的 
7 EA, 都 有 
XamIrI=a, 


则 称 a 是 A 的 一 个 极 小 元 . 


二 、. 链 
我 们 知道 ,一 个 序 集 不 一 定 是 全 序 集 . 但 是 ,任何 序 集 都 一 定 
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存在 全 序 的 子 集 . 例如 ,作为 任 一 序 集 子 集 的 空 集 不 但 是 全 序 的 ， 
而 且 还 是 良 序 集 ;而 任何 非 空 序 集 的 单元 素 子 集 肯定 都 是 该 集 的 
良 序 集 ,当然 也 都 是 全 序 集 . 下 面 ,我 们 以 序 集 的 这 些 存 在 的 全 序 
子 集 为 基础 ,来 建立 链 的 概念 . 

定义 ”一 个 序 集 的 任 一 个 全 序 子 集 , 称 为 以 序 集 的 偏 序 为 全 
序 的 序 集 的 一 个 链 . 

例如 ,以 包容 序 为 集合 纪 (3) 的 偏 序 , 则 其 子 集 忆 ,{( 忆 ) (他 ， 
(多,{ 避 ,40} ,40,1)) 等 分 别 都 是 以 包容 序 为 全 序 序 集 包 (3) 的 
链 ， 

包容 关系 是 集合 之 间 的 一 种 非常 重要 的 关系 . Zorn 引 理 就 是 
建立 在 包容 序 的 基础 之 上 的 . 我 们 知道 , 若 MM 是 一 个 集 组 , 则 CM， 
忆 ) 就 是 一 个 序 集 ,但 不 一 定 就 是 一 个 全 序 集 . 现在 设 C 是 M 的 一 
个 链 , 那 么 由 链 的 定义 ,对 于 C 中 的 任意 两 个 集合 A,B 来 说 ,不 是 
A CB, 就 是 BC 有 A. 现在 ,我 们 对 链 C 求 并 ,由 并 的 定义 ,此 时 也 
许 并 集 UU(C) 还 是 集 组 M 的 成 员 , 也 许 U(C) 不 再 属于 MM. 例如 ， 
我 们 知道 ,每 个 自然 数 都 是 有 小 于 它 的 自然 数 构成 的 集合 , 即 对 任 
意 的 n € w, 都 有 

n= {i€w|i<n), 

这 样 ,我 们 不 妨 把 看 做 是 一 个 集 组 .w 本 来 的 良 序 “<<” 我 们 在 自 
然 数 一 章 曾 作 过 讨论 , 它 同 包容 序 “C” 具 有 完全 相同 的 一 致 性 . 
但 作为 包容 序 集 ,w 是 它 自 己 的 一 个 链 , 而 U (w) 二 w, 显然 有 
U (w) 人 w. 又 如 以 包容 序 为 偏 序 的 集合 wi ,外 (3) 一 {{0,1,2)} 
等 ,由 于 U (wi) = 二 UU (wU fw)) = 可见, 对 oo 的 任何 链 求 并 ， 
其 结果 都 将 是 w' 的 成 员 ; 而 对 于 纪 (3) ~ ({0,1,2}) 的 任何 链 求 
并 ,简单 的 运算 也 能 够 表明 ,其 结果 不 可 能 不 属于 (3) ~ {1(0,1， 
2)} ,所 以 ,它们 都 属于 并 集 U (COC), 还 是 集 组 M 的 成 员 的 一 类 . 

定义 ” 设 给 定 包容 序 集 (M, 性) ,其 中 ,IM 为 集 组 . 当 且 仅 当 
对 于 MM 的 任意 链 C，U (C) 都 是 M 的 成 员 , 则 称 集 组 MM 关于 链 的 
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并 封闭 . 

例如 ,上 述 实例 分 析 中 的 集 组 ww ,(3) ~ {{0,1,2)) 以 包容 
序 为 偏 序 , 其 链 的 并 都 是 封闭 的 ;而 集 组 w 在 同样 的 偏 序 下 其 链 的 
并 却 不 是 封闭 的 . 

利用 上 述 定义 ,我 们 以 下 给 出 Zorn 引 理 . 


三 .Zorn 引 理 


Zorn 引 理 《” 设 给 定 包 容 序 集 (M, 忆 ) ,其 中 ,M 是 非 空 集 组 . 
若 M 关 于 链 的 并 封闭 , 则 M 有 极 大 元 . 

Zorn 引 理 的 证 明 需 要 引 人 超 限 递 推 原 理 , 所 以 引 理 的 证 明 
略 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 《基础 集合 论 兴 董 延 间 编 著 . 北京 师范 大 
学 出 版 社 ,1988 年 版 ) 有 关 章 节 . 以 下 仅 通过 实例 对 定理 做 一 点 
直观 的 分 析 . 

设 带 有 包容 序 的 集 组 

M = (3) ~ {{0,1,2)} 

= (BG,{0},(1},{2},(0,1}),{0,2), {1,2)} 
由 于 所 设 M 的 简单 性 , 故 容易 写 出 它 的 全 部 元 素 . 我 们 依次 把 M 
的 元 素 记 为 4,6,c,d,e,f 和 g. 其 中 e,f,g 是 M 的 三 个 极 大 元 . 现 
在 的 问题 是 ,我 们 能 否 求 得 一 个 带 有 一 般 性 的 方法 ,把 M 的 这 三 
个 极 大 元 中 的 某 一 个 确定 地 找 出 来 ?事实 上 ,我们 可 以 抽象 地 赋予 
M 的 全 部 成 员 一 个 良 序 , 所谓 抽象 地 赋予 ,只 是 要 求 排 在 首位 的 一 
定 是 所 有 成 员 在 这 个 良 序 中 的 最 小 元 . 以 “< ” 记 这 个 良 序 , 则 有 
a<b<c<d<e<f<g. 
这 个 抽象 的 良 序 虽然 说 与 原本 的 包容 序 互 不 相关 ,但 可 以 用 下 面 
的 方法 把 二 者 统一 起 来 :从 按 良 序 “ 一 ”的 最 小 元 ec 开始 , 顺 次 按 这 
良 序 往 后 看 ,6 包容 a ,于 是 把 5 留 下 来 ;c 虽然 包容 a ,但 并 不 包容 
已 留 下 的 5, 于 是 把 c 去掉; d 虽然 包容 a ,但 间 样 不 包容 留 下 的 6， 
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于 是 把 d 去 掉 ;e 既 包 容 4, 又 包容 留 下 的 5, 于 是 把 e 留 下 ;了 虽然 
包容 a 和 5 ,但 不 包容 留 下 的 e, 于 是 把 f 去掉;g 显然 不 包容 已 留 下 
的 5, 所 以 把 g 也 去 掉 . 这 样 ,我 们 沿 着 所 给 定 的 良 序 “<”, 得 到 集 
组 M 的 一 个 链 C = {a,6b,e} ,其 中 ,aCCbCe, 满 足 UU (C) = ee, 并 
且 ,M 中 不 再 有 包容 e 的 其 他 成 员 . 可 见 。 就 是 集 组 M 按 包 容 序 
“S” 的 一 个 极 大 元 . 

当然 ,以 上 对 极 大 元 的 找 法 ,依赖 的 是 有 限 的 序 集 ,并 且 计 算 
的 过 程 都 可 以 是 具体 的 . 但 如 果 以 是 一 般 的 集 组 ,那么 ,我 们 就 既 
不 能 在 有 限 步 骤 内 又 不 能 通过 具体 的 计算 去 获得 集 组 的 某 个 极 大 
元 . 然而 ,如 果 集 组 M 能 够 关于 链 的 并 封闭 ,那么 ,如 果 我 们 能 赋 
予 M 一 个 良 序 “<<”( 这 当然 是 由 良 序 化 原理 能 够 保证 的 ) ,那么 我 
们 仍 可 以 按照 上 述 原则 , 即 把 M 的 成 员 要 人 么 留 下 ,要 么 去 掉 , 从 而 
得 到 MM 的 一 个 链 C. 设 U =U (C) ,由 于 M 关 于 链 的 并 封闭 ,所 以 
一 定 有 TU E M. 可 以 期 望 ,在 M 中 不 再 有 包容 而 不 等 于 U 的 成 
员 ,这 样 由 极 大 元 的 定义 ,我 们 就 可 以 断定 U 就 是 (M, 己 ) 的 一 个 
极 大 元 . 

在 上 述 的 实例 分 析 中 , 毫 无 疑问 的 是 , 选择 公理 和 良 序 化 原 
理 都 起 着 至 关 重要 的 作用 . 正 是 因为 选择 公理 的 承认 ,我们 才能 
证 明 良 序 化 公理 的 成 立 ; 正 是 因为 良 序 公理 的 成 立 , 才 能 让 我 们 对 
任意 的 非 空 集合 引入 良 序 “ 委 ”, 并 利用 超 限 递 推 原理 去 建立 起 留 
下 或 抛弃 的 原则 , 使 我 们 得 到 包容 序 “ 人 ”与 良 序 “ 委 ”一 致 的 链 
C, 最 终 得 到 极 大 元 过 =U (CC). 


四 、 界 


定义 ” 设 4 是 序 集 X 的 子 集 , 当 且 仅 当 存 在 E XX, 使 得 对 
于 任意 的 zx E 4, 都 有 z 魏 8 或 者 z 之 已， 则 称 8 是 A 在 X 中 的 
一 个 上 界 ( 或 者 下 界 )， 
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上 (下 ) 界 的 概念 同 极 大 (小 ) 元 的 概念 既 互 相 联系 又 互相 区 
别 . 从 联系 上 看 , 同 极 大 (小 ) 元 一 样 ,一 个 集合 的 上 (下 ) 界 都 必 
须要 同 该 集合 的 一 切 元 素 可 较 , 并 且 ， 上 (下 ) 界 同 极 大 (小 ) 元 一 
样 ,可 以 不 是 唯一 的 . 从 区 别 方 面 来 说 ,一 个 集合 的 上 (下 ) 界 可 以 
不 属于 该 集合 ,但 一 个 集合 的 极 大 (小 ) 元 却 必 须 是 该 集合 的 元 素 . 

上 (下 ) 界 的 概念 同 最 大 (小 ) 元 的 概念 也 既 互 相 联系 又 互相 
区 别 . 从 联系 上 看 , 同 最 大 (小 ) 元 一 样 ,一 个 集合 的 上 (下 ) 界 都 
必须 要 同 该 集合 的 一 切 元 素 可 较 , 并 且 , 如 果 一 个 集合 的 上 (下 ) 
界 就 属于 该 集合 ,那么 , 它 一 定 就 是 该 集合 的 最 大 (小 ) 元 ,反之 也 
成 立 . 但 两 者 之 间 的 区 别 也 是 明显 的 :任何 集合 的 最 大 (小 ) 元 都 
是 唯一 的 ,但 上 (下 ) 界 却 可 以 有 多 个 ; 任何 集合 的 最 大 (小 ) 元 都 
必然 是 该 集合 的 元 素 ,但 集合 的 上 (下 ) 界 却 不 必然 ;一 个 序 集 的 
子 集 ,必然 存在 上 (下 ) 界 ,但 并 不 一 定 有 最 大 (小 ) 元 . 例如 ,在 任 
何 非 空 序 集 X 中 , 空 集 好 以 X 的 任意 元 素 为 其 上 界 和 下 界 , 这 是 
因为 ,名 三 X, 并 且 , 对 任意 的 5E X 与 任意 的 x-€ 如 ,xz€ 如 者 
是 假 的 ,因此 条 件 

ITE 好 一 过 之 
和 
工区 他 一 < 扫 0 

都 是 真 的 . 又 如 ,在 序 集 (4(3)，, 己 ) 中 ,任何 子 集 都 以 {0,1,2) 为 
上 界 , 而 以 和 2 而 在 包容 序 集 妈 (3) ~ (0,1,2) 中 , 子 集 
(名,(0),{1},{2}) 有 下 界 名 ,但 没有 上 界 . 在 自然 数 集 w 中 , 子 集 
全 要 生生 红 集 都 是 有 二 办 位 天 上 闪 . 

定义 ” 设 X 是 一 序 集 , 当 且 仅 当 A 和 SX 的 所 有 上 (下 ) 界 所 
构成 的 集合 有 最 小 (大 ) 元 a 时 , 称 a 是 子 集 4A 的 上 (下 ) 确 界 或 最 
小 上 (下 ) 界 , 分 别 记 为 ， 

a 二 sup(A) (或 a = inf(A))， 
或 者 
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a = lub(A) (或 a = glb(4)). 

例如 , 设 M 是 一 集合 . 考虑 M 的 所 有 子 集 组 成 的 包容 序 集 ( 
(M), ES). 设 集合 4,BE 8 色 (M) ,车 对 任意 的 集合 C,D € (MD)， 
都 有 4SC,BSD, 那 么 ,集合 (4,B) 以 CU DD 为 它 的 一 个 上 界 
. 因为 对 任意 的 zE {A4,B}, 都 有 x 己 CU D; 并 且 , 集 合 {A,B}) 以 
A UB 为 其 上 确 界 . 若 对 任意 的 集合 C,DE 8(MD) ,都 有 CCA， 
DCB, 那 么 ,集合 {A,B) 以 C 站 DD 为 它 的 一 个 下 界 . 因为 对 任意 
的 z€E {A,B), 都 有 C 门 DSCz; 并 且 , 集 合 {A,B} 以 A 门 B 为 其 
下 确 界 . 


五 .Zorn 引 理 的 等 价 命 题 


定理 设 给 定 非 空 序 集 X, 如 果 X 的 每 个 链 在 X 中 有 上 界 ， 
则 X 有 极 大 元 . 

证 明 ; 以 2Z, 记 Zorn 引 理 ,而 用 Z。 记 上 述 欲 证 的 命题 . 

首先 ,在 Z, 中 , 对 于 包容 序 集 (M, 己 ) 中 的 每 个 链 C, 并 集 
U (C) 都 是 C 的 一 个 极 大 元 ,因此 也 都 是 C 的 一 个 上 界 ,而 M 是 有 
极 大 元 的 . 这 表明 ,Z, 是 Z。 的 一 种 特殊 情况 . 

其 次 ,我 们 以 Z, 的 成 立 来 推出 Z。 的 成 立 . 

由 题 意 , 设 (X, 二 ) 是 非 空 序 集 , 并 设 (X, 志 ) 的 每 个 链 在 X 
中 都 有 上 界 . 用 M 记 (X, 委 ) 中 所 有 的 链 构 成 的 集合 . 由 链 的 定 
义 ,Of E M, 所 以 (M, 三 ) 是 非 空 包容 序 集 . 现在 设 C 是 C(M, 己 ) 
的 一 个 链 , 则 U (C) 忆 X. 下 面 ,我 们 证 明 U 〈C) 必然 是 (X，, 过 ) 
的 一 个 链 . 事实 上 ,对 于 任意 的 z,yE U (C) ,因为 C 是 (M, CC) 
的 链 ,所 以 ,z,y 应 当 属于 M 中 的 同一 个 成 员 如 工 . 而 由 所 设 , 工 应 
当 是 (X, 委 ) 的 链 ,可 见 ,z 和 y 必 关 于 “二 ”可 较 ,此 即 表明 U (C) 
也 是 (X, 委 ) 的 链 . 由 M 所 设 , 故 U (C) E M, 这 也 就 证 明了 包容 
序 (M, 三 ) 关于 链 的 并 封闭 . 由 Z, ,存在 (M, 己 ) 的 一 个 极 大 元 ， 
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记 为 U. 由 于 U 还 是 (X, 委 ) 中 的 链 , 故 由 题 设 条 件 ,U0 在 (X, 委 ) 
中 存在 上 界 , 将 其 中 一 个 上 界 记 为 6, 可 以 断定 ,b 就 是 (X, 魏 ) 的 
一 个 极 大 元 . 这 是 因为 ,如 果 4b 不 是 (X, 魏 ) 的 极 大 元 ,那么 就 一 
定 存在 c € X, 使 得 c 汪 > 6. 那么 ,集合 U U {c) ,由 链 的 定义 , 它 依 
然 是 (X, 魏 ) 的 链 , 并 且 是 (CM, 三 ) 中 比 U 大 的 成 员 , 这 就 同 U 是 
(M, 三 ) 中 的 极 大 元 矛盾 . 因此 ,命题 Z 成 立 . 


六 、 选 择 公理 的 等 价 命题 


以 Zorn 引 理 可 以 证 明 以 下 命题 : 
定理 ” 设 尺 是 一 个 关系 , 则 存在 某 个 函数 下 王 尺 ,使 得 
dom(F) = dom(R). 
证 明 ; 若 R= 名 , 则 可 取 F= 名, 上 述 引 理 的 成 立 是 显然 的 . 
现在 设 尺 关 儿 , 并 记 和 集合 
M= 王 (ASRI7 是 函数 }， 

则 M 关 他 ,因为 任 取 (zy) € R, 则 {(z,y)) 守 尺 必定 为 一 函数 . 
按 上 述 所 设 ,说 明 按 包容 序 M 关 于 链 的 并 封闭 是 容易 的 . 因为 ,如 
果 设 C 是 M 的 任 一 个 链 , 因 为 C 的 成 员 都 是 M 的 元 素 , 那 么 C 必 
定 是 R 的 子 集 ,于 是 有 U (C) ER. 以 下 ,我 们 首先 证 明 关 系 
U (C) 一 定 是 函数 . 这 是 因为 ,如 果 任 设 (x,y), (zx,z) € U (0C)， 
由 于 C 是 链 , 那 么 , (x,y),(x,z) 必然 要 同属 于 一 个 函数 和 FE CS 
M, 所 以 有 y= 二 zx. 由 U (CO) 是 函数 且 U(C) 己 R, 故 可 推出 U (CC) 
E M, 从 而 断定 M 关 于 链 的 并 封闭 . 由 Zorn 引 理 ,M 当 有 极 大 元 
下 并且 下 就 是 我 们 所 要 找 的 函数 . 

最 后 ,我 们 来 证 明 引 理 中 的 等 式 成 立 . 事实 上 ,如 果 dom(FF) 
关 dom(R) ,那么 ,可 取 zE dom(R) ~ dom(F), 由 xz € dom(R)， 
故 存在 y, 使 得 (x,y) € R. 现在 记 F = 二 FU {(z,y)), 那 么 FE 
M, 这 就 同 下 是 M 的 极 大 元 矛盾 ,所 以 ,必然 有 dom(R) = dom(F) 
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成 立 , 
上 面 所 证 定理 可 称 为 选择 公理 的 等 价 命题 ,因为 由 它 的 成 立 
去 推出 选择 公理 的 成 立 是 不 难 的 . 例如 我 们 给 定 选 择 公 理 的 条 
件 , 即 设 定 集 族 (A,)iei ,其 中 标 集 1 隆 多 ,并 且 每 一 项 A; 头 2. 现 
在 看 关系 RR 二 {(i,z) 1iETITAzEA4} ,由 上 面 已 证 定理 ,必然 存 
在 肾 数 a 性 R, 使 得 dom(a) = dom(R) 三 工 既然 se 握 尺 , 所 以 对 每 
个 i€ 了, 都 有 a(i) € Ai. 用 族 的 记 法 , 即 存 在 族 (ai);e1 ,使 每 个 a; E 
A,. 

选择 公理 的 这 个 等 价 命题 在 理论 上 是 重要 的 , 因为 它 的 出 现 
表明 了 ,选择 公理 、 良 序 化 原理 和 Zorn 引 理 这 三 个 命题 实际 上 是 
两 两 等 价 的 命题 . 这 意味 着 ,在 我 们 所 建立 的 公理 体系 中 ,将 它们 
其 中 之 一 作为 公理 ,从 理论 上 说 ,也 就 足够 了 . 
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思考 与 练习 

1. 设 “<<” 是 集合 A 中 的 关系 且 对 任意 的 z,y,z E A“<” 具 
有 性 质 (1) z= yz<y,y<zZ 两 两 不 相 容 ;(2)7z<<y Ay< zz 一 工 
< z. 现在 我 们 定义 :(z 二 y Vz 二 y) = df(z 声 yy). 证 明 :… 委 ” 
满足 偏 序 的 定义 , 即 “ 委 ”是 偏 序 . 

2. 设 尺 是 集合 A 中 的 关系 ,证 明 :; 当 且 仅 当 R= 二 (I 是 A 上 
的 恒 等 函 数 ) 时 ,R 同时 是 A 中 的 等 价 关 系 和 偏 序 . 

3. 给 定 集合 的 偏 序 R, 且 令 A 导 X. 证 明 :R 们 (AXA) 是 
A 的 偏 序 . | 

4. 证 明 :R 是 集合 X 的 偏 序 , 当 且 仪 当 X -是 X 的 偏 序 . 

5. 如 果 尺 是 集合 X 中 的 自 返 且 传 递 关系 ,证 明 : 

(1) 若 X 中 的 关系 S 定 义 为 对 任意 的 x,y € X, 都 有 :(z,y)E 
Se €E RA (y,7) ER, 则 SCR 并 且 S 是 X 中 的 等 价 关 系 ; 

(2) 车 在 商 集 X/S 中 定义 关系 下 为 :([zxjs,[y]s) € Reo(z， 
y) € R, 证 明 :R 是 X/S 的 偏 序 . 

6. 给 定 序 集 (A, 二，) 和 (B, 二 gs). 在 AXB 中 定义 关系 RR 为 ，; 
对 于 任意 的 (a,5), (ap ) EAXB 都 有 : (ap)RCa 6 ) oa 
过 saa 入 5 过 gb'. 证 明 :R 是 A XB 的 一 个 偏 序 . 

7. 给 定 全 序 集 4A, 证 明 : 

(1) 出 SCo) 一 A; 

(2) 若 A 入, NM Sa) = 好; 

(3) 当 人 尖刀 , 且 信 有 最 小 元 c 时 ，0 SCo) 二 {a); 而 当 A 无 
最 小 元 时 ， QSCa) = 好. 

8. 给 定 序 集 (X,R) ,并 且 ACX,aEA. 证 明 :a 是 4 的 最 小 
元 , 当 且 仅 当 ran(R nm ({a} Xx A)) = A. 

9. 给 定 全 序 集 X 的 截 段 4 和 B. 证 明 :A 是 B 的 截 段 或 者 B 
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是 A 的 截 段 . 

10. 证 明 : 若 全 序 集 X 的 所 有 可 数 子 集 都 是 良 序 的 ,那么 ,X 
是 良 序 的 . 

11. 证 明 :自然数 集 w 与 有 理 数 集 Q 等 势 ,但 不 能 按 它们 本 来 
的 顺序 相似 . 

12. 证 明 : 由 f(x) =az 十 ba>0) 确 定 的 映射 A:R 一 RCR 为 
实数 集 ) 是 相似 映射 . 

13. 若 序 集 (X, 二 x) 与 序 集 (Y, 委 v) 相似 ,证 明 : 如 果 (X， 
x) 为 全 序 ,那么 ,(Y, 和 ) 为 全 序 ; 如 果 (X,<x) 为 良 序 ,那么 ， 
(Y, vy) 为 良 序 . 1 

14. 证 明 : 任 何 无 穷 的 良 序 集 都 有 与 自然 数 集 w 相似 的 子 集 . 

15. 对 于 集合 X 的 全 序 “ 委 ”, 当 且 仅 当 X 是 有 限 集 时 ,(X， 
魏 ) 和 (X, 宇 ) 都 是 良 序 集 . 

16. 证 明 : 任 一 非 空 有 限 序 集 都 有 最 大 元 . 

17. 设 a 关 5, 写 出 偶 集 {a,6b} 的 一 切 可 能 的 偏 序 . 用 Q 记 其 所 
有 偏 序 的 集合 ,指出 包容 序 集 (Q, 忆 ) 的 极 大 元 . 

18. 给 定 集合 X, 并 设 Q 是 X 的 所 有 可 能 的 偏 序 的 集合 . 证 
明 : 若 C 是 包容 序 集 (Q, G) 的 一 个 链 , 那 么 , U (C) 还 是 X 的 仿 
序 . 
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第 八 章 ”基数 与 序数 


在 人 们 的 社会 实践 中 ,自然 数 主要 起 着 两 个 方面 的 作用 , 即 对 
事物 量 的 表述 作用 和 排序 作用 . 例如 ,学 院 暑 假 组 织 教师 外 出 旅 
游 , 到 汽车 公司 定 车 时 ,在 30 座 与 40 座 的 旅游 车 中 选 定 了 40 座 
的 .为 什么 不 选 30 座 的 呢 ? 因 为 学 院外 出 的 教师 有 37 位 ,从 量 上 
来 说 ,只 有 40 才 大 于 37 ,可 以 保证 外 出 者 人 人 有 座 , 并 能 应 对 可 能 
的 突 发 情况 ,这 就 是 自然 数 在 量 上 对 事物 的 一 种 表述 作用 . 自然 
数 的 排序 作用 是 对 事物 之 间 的 “次 序 ” 或 “顺序 ”关系 的 一 种 表达 . 
例如 ,在 期 末 考 试 时 ,多 数学 校 会 将 考 室 中 的 座位 按 1,2,3,4 等 进 
行 编号 , 同时 把 这 些 编号 中 的 每 一 个 号 码 随 机 地 发 给 该 考 室 的 任 
一 同学 ,那么 , 进 考 室 的 时 间 一 到 ,同学 们 就 会 与 人 无 争 地 对 号 入 
座 , 准 备 进行 考试 . 

在 我 们 建立 的 关于 自然 数 集 的 理论 中 ,一 个 自然 数 ”是 指 最 
小 归纳 集 w 的 一 个 元 素 ,但 n 本 身 也 是 一 个 集合 ,其 元 素 还 是 自然 
数 . 在 本 章 中 ,我 们 将 结合 这 些 已 建立 起 来 的 理论 ,考察 自然 数 另 
外 两 方面 的 功能 . 当然 ,这 些 功能 在 我 们 前 面 的 理论 讨论 中 ,并 非 
是 没有 一 点 接触 . 例如 ,对 于 任意 给 定 的 有 限 集 A, 存 在 唯一 的 自 
然 数 n, 使 得 A ,此 时 ,我 们 记 n 二 N(A), 并 称 7 为 集合 A 元素 
的 个 数 . 并 且 ,如 果 两 个 集合 A 和 B 有 相同 的 元 素 个 数 , 即 NC(A) 
= N(B) ,我 们 就 因此 认为 它们 的 元 素 是 一 样 多 ; 如 果 N(A) 一 
NCB) ,我 们 就 认为 A 的 元 素 个 数 比 B 的 元 素 个 数 少 ,或 者 反 过 来 
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说 ,B 的 元 素 比 A 的 元 素 多 . 在 这 些 理论 中 ,自然 数 被 当成 了 判定 
有 限 集 元 素 多 少 的 重要 标准 ， 而 另 一 方面 , 设 (4, 二 ^) 是 有 限 良 
序 集 ,并 设 它 与 小 于 的 一 切 自然 数组 成 的 良 序 集 (n, 委 。) 相似 ， 
那么 ,相似 对 应 a:n 一 A 由 已 证 定理 就 应 该 是 唯一 的 . 这 样 ,我 们 
就 得 到 有 限 序 列 (ai);e,, 由 于 该 序列 是 有 限 的 ,用 列举 的 方式 记 ， 
就 是 (ao ,a ，…,a,). 在 这 有 限 的 序列 中 ,我 们 称 a。 是 A 的 第 0 
元 素 ,a 是 A 的 第 1 元素,… ,a 是 A 的 第 n 一 1 元 素 . 显然 ,在 
这 样 的 称谓 中 ,自然 数 的 诸 元 素 起 到 了 为 有 限 集 A 的 元 素 编排 
序号 的 作用 . 自然 数 这 两 方面 的 功能 ,前 者 我 们 通俗 地 称 为 记 数 
功能 ,后 者 被 称 为 排序 功能 . 

以 上 列举 的 自然 数 的 两 种 功能 之 所 以 是 通俗 的 说 法 ,是 因为 
它们 能 应 用 的 对 象 只 能 是 有 限 集 ,而 对 无 限 集 来 说 ,这 些 作 法 就 无 
能 为 力 了 . 因为 我 们 知道 ,任何 一 个 无 限 集 都 不 可 能 与 任何 一 个 
自然 数 等 势 , 用 自然 数 也 就 不 可 能 去 判定 一 个 无 穷 集 元 素 的 多 少 ; 
而 两 序 集 若 要 相似 ,那么 首先 需要 等 势 , 就 此 而 论 ,用 上 面 通俗 的 
作法 ,也 不 能 以 任何 自然 数 的 元 素 去 给 一 个 无 穷 良 序 集 的 元 素 排 
序 编号 . 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 将 首先 把 自然 数 的 概念 加 以 推广 ， 
使 得 推广 了 的 自然 数 概念 对 无 穷 集 也 能 起 到 上 述 记 数 方面 的 作 
用 ,或 者 使 推广 后 的 自然 数 概念 同样 能 起 到 对 无 穷 良 序 集 元 素 的 
排序 编号 的 作用 . 自然 数 的 前 一 推广 所 涉及 的 就 是 下 面 所 要 建立 
的 基数 概念 ,而 后 一 推广 涉及 的 则 是 序数 概念 . 

基数 较 序数 而 言 , 其 理论 表面 上 看 似乎 比较 简单 ,但 直接 定义 
反而 会 出 现 困难 . 而 序数 的 概念 倒是 可 以 被 简单 地 得 到 定义 . 所 
以 ,在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 就 从 序数 的 定义 开始 . 
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第 一 节 序数 


先 看 一 些 具 体 的 例子 . 在 良 序 集 的 讨论 中 ,我 们 曾 指 出 ,集合 
-1 1 
A 一 {1 n+1 | n € w) 9» 


B=AU {1) 
都 是 的 良 序 集 ,它们 的 元 素 都 不 能 用 任何 一 个 确定 的 自然 数 的 元 
素 完 成 编码 排序 . 但 我 们 已 经 证 明 过 ,A ~ w. 因此 ,不 妨 把 w 就 作 
为 一 个 确定 的 数 ,而 用 w 的 元 素 给 A 的 元 素 编码 . 例如 ,A 的 第 0 


项 为 0, 第 1 项 为 十 ,第 2 项 为 地 ,如 此 等 等 ;对 于 集合 B, 比 较 集合 


A, 显 然 只 是 多 出 了 元 素 1, 在 自然 数 集 的 讨论 中 我 们 曾 使 用 过 符 
号 wt ,但 当时 按 自然 数 的 后 继 数 定义 , 它 表示 的 是 w U {w}). 如 果 
现在 我 们 能 暂时 地 把 w 看 成 一 确定 的 自然 数 , 那么 对 于 自然 数 
w' ,有 B ~ wi ,按照 上 述 的 编号 方法 ,同样 有 B 的 第 0 项 为 0, 第 1 


项 二 为 ,第 2 项 为 二,…' ,而 第 w 项 为 1 在 上 述 为 无 穷 良 序 集 编 友 


排序 的 过 程 中 ,有 一 点 是 共同 的 , 即 把 良 序 集 w 或 者 w ”作为 大 于 
一 切 自然 数 的 “ 数 ” 来 处 理 ,而 与 w 或 者 w” 相似 的 良 序 集 都 可 分 别 
看 成 是 与 w 或 者 w+ 为 同一 “类 型 "的. 这 样 一 来 ,和 自然 数 可 以 作 
为 判断 有 限 良 序 集 的 “类 型 ” 标准 一 样 ,w 和 ww” 这 两 个 “ 数 ” 也 就 
可 能 作为 另外 两 种 非 有 限 的 良 序 集 的 “类 型 ”标准 . 我 们 下 面 的 任 
务 就 是 把 这 种 可 能 性 合理 地 通过 理论 的 推演 ,转化 为 现实 性 . 
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一 .序数 的 定义 


由 上 述 讨论 ,我 们 所 定义 的 序数 ,应 当 满 足以 下 的 条 件 ， 

1. 序数 作为 自然 数 的 推广 , 它 应 当 包 含有 每 个 自然 数 ; 

2. 序数 作为 良 序 集 的 “类 型 ”的 标准 ,对 于 任意 给 定 的 良 序 
集 ,在 定义 的 序数 中 都 应 当 恰 好 有 一 个 序数 ( 良 序 集 ) 与 之 相似 . 

显然 ,要 求 1 是 容易 满足 的 ,因为 这 只 需要 把 一 切 自然 数 的 某 
一 共同 属性 拿 来 作 定义 也 就 可 以 了 . 不 太 容易 满足 的 是 条 件 2. 
以 下 的 定义 是 汉 . 诺 依 曼 (Jon. Von. Neumann,1903 ~ 1957) 给 出 
的 ,他 给 出 的 定义 不 但 满足 了 条 件 1 的 要 求 ， 而 县 在 引 和 一 些 新 的 
定理 后 ,还 能 自动 地 满足 条 件 2. 

定义 ”一 个 良 序 集 a 被 称 为 一 个 序数 , 当 且 仅 当 a 的 每 一 个 
元 素 z 总 是 z 在 a 中 的 前 段 . 即 总 有 

Vx Ea(lS,(r) 一 工 )， 


定义 的 直观 意义 如 下 述 图 示 
SOOD=x 
一 人 人， 
定义 中 的 条 件 等 于 是 说 


YrEaVEaG<re>GEz)， 
这 无 异 于 说 , 良 序 集 4 是 一 个 序数 , 当 且 仅 当 @a 的 每 一 元 素 x 都 是 
由 a 中 小 于 z 的 一 切 元 素 组 成 的 . 
上 述 序数 的 定义 ,无 一 例外 地 包含 了 所 有 的 自然 数 . 例如 , 设 
n 是 任 一 自然 数 , 则 按照 自然 数 本 身 的 顺序 ,n 是 有 限 良 序 集 . 对 
任意 的 + € n, 那 么 x 也 是 自然 数 ,由 自然 数 集 一 章 所 建立 起 来 的 
理论 ,X 也 是 由 小 于 它 的 所 有 自然 数 构成 的 集合 , 即 有 
一 (人 Eowlri<z) 一 So(z) 一 9 (zr)， 
。245 。 


可 见 ,满足 序数 的 定义 ;由 于 ”E w 的 任意 性 ,所 以 ,每 个 自然 数 
都 是 序数 . 

其 次 ,上 述 定 义 肯 定 了 无 穷 良 序 集 w 是 序数 . 这 是 因为 ,自然 
数 集 w 总 是 满足 定义 VzE w(S。(n) 二 nn). 这 样 ,除了 有 限 的 序数 
即 自然 数 外 ,我 们 又 有 了 无 穷 的 序数 w, 在 此 定义 下 , 自然 数 集 
就 是 一 个 确定 的 数 ! 我 们 把 无 穷 的 序数 称 为 超 限 序数 . 由 上 述 序 
数 定义 中 的 条 件 , 超 限 序数 可 以 有 无 穷 多 . 例如 , 当 w 作为 一 个 确 
定 的 数 处 理 后 ,那么 对 于 wi 二 w U {w} ,在 w 中 仍 保留 自然 数 原来 
的 顺序 ,并 规定 每 个 自然 数 都 是 小 于 w 的 ,那么 ,由 定义 不 难 验 证 ， 
带 有 规定 顺序 的 w' 依然 是 一 个 序数 . 

一 般 来 说 ,不 难 验 证 ,如 果 a 是 序数 ,在 保持 a 的 元 素 原 来 顺 
序 的 条 件 下 ,那么 a1 是 序数 ,并 且 ce ,ae ”等 都 是 序数 . 我 们 知 
道 ,任何 自然 数 ”的 后 继 数 是 自然 数 , 上述 可 验证 的 断定 说 明了 
冯 . 诺 依 曼 给 出 的 序数 定义 依然 保留 了 自然 数 的 这 一 特点 . 以 下 
的 定理 则 说 明 , 上 述 定义 的 序数 仍然 保留 着 自然 数 的 其 他 一 些 重 
要 的 性 质 . 


二 .序数 的 基本 性 质 


定理 。 对 于 任何 序数 4, 阁 a 关 0, 则 0 就 是 a 的 最 小 元 . 
对 于 每 个 不 为 0 的 自然 数 来 说 ,都 是 以 0 为 其 最 小 元 的 . 上 面 
的 定理 等 于 是 说 ,任何 一 个 序数 也 都 保留 了 自然 数 的 这 一 特征 . 
证 明 ; 由 定理 条 件 和 序数 定义 ,a 是 非 空 良 序 集 . 由 良 序 集 必 
定 有 最 小 元 ,不妨 设 z。 是 a 的 最 小 元 ,由 前 段 的 定义 就 有 
S.(zo) 一 好 一 0; 
再 由 序数 的 定义 ,有 
T= S,(z0) = 0. 
即 任何 非 空 序数 都 以 0 为 其 最 小 元 . 
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定理 ”序数 的 元 素 都 是 序数 . 

证 明 : 设 xz 是 序数 a 的 任 一 元 素 , 那 么 ,由 序数 的 定义 ,z = 
S,(x). 工 作为 良 序 集 a 的 真 截 段 ,z 是 良 序 集 ; 而 对 于 任意 的 元 素 $ 
E z, 显 然 有 8E a, 由 序数 的 定义 ,6 二 S.(8) 一 S,《6). 所 以 由 定 
义 ,z 一 定 是 序数 . 由 zeEa 的 任意 性 ,可 见 , 序 数 的 任意 元 素 必定 
还 是 序数 . 

本 定理 证 明了 任意 自然 数 ”的 元 素 是 序数 、 自 然 数 w 的 任意 
元 素 ” 是 序数 的 这 一 特征 ,仍然 保留 在 推广 了 的 序数 的 概念 之 中 ， 
例如 ,序数 w! 的 所 有 元 素 是 任 一 自然 数 n 和 自然 数 集 w ,但 它们 都 
是 序数 ,无 论 它们 是 有 限 的 还 是 无 限 的 . 

定理 ”相似 的 序数 都 相等 . 

两 个 等 势 的 自然 数 必定 是 相等 的 ,本 定理 利用 相似 的 关系 来 
说 明 ,等 势 的 序数 依然 保留 有 自然 数 的 这 一 人 性质 . 

证 明 : 设 <, 是 相似 的 两 个 序数 ,并 设 f 是 由 a 到 2 上 的 相似 
映射 . 现在 只 要 能 证 明了 是 a 上 的 恒 等 映 射 , 即 能 够 证 明 对 于 任意 
的 x E€ a, 都 有 

jz) 一 工 
就 可 以 了 . 我 们 利用 超 限 归纳 法 , 设 对 于 任意 的 x E a, 排 序 编 号 
在 z 前 面 的 一 切 6 都 满足 关系 
VSE SCz)CFGo) = 0), 
从 而 证 明 x 也 满足 这 个 关系 就 可 以 了 . 

事实 上 , 设 yE f(x), 则 因 6 是 序数 且 f(z) E 0, 故 f(x) = 
S,《f(z)), 从 而 在 6 的 排序 中 y 是 小 于 f(z) 的 , 即 有 > 过。f (xz); 
因 /是 恒 等 映 射 , 故 有 f'《y) 在 a 的 排序 中 是 小 于 z 的 , 即 又 有 
广 '(y) 过 x. 由 归纳 假设 ,有 

y= ff (7) = f(y) < 
这 表明 ,y € S.(z) = 工 
反之 , 若 设 yE = S,(z) ,此 即 y < 过。x. 同样 由 了 的 相似 性 ， 
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可 得 到 f(y) 二 ,f(x). 再 由 归纳 假设 ,可 得 y= f(y) 过 ;f(x), 可 
见 ,yE S, (f(x)) = f(x). 

综 上 所 述 , 只 要 归纳 假设 成 立 ,就 一 定 能 推出 f(x) = 二 x, 由 xz 
E a 的 任意 性 和 超 限 归纳 原理 ,f 在 定理 所 设 条 件 下 必定 是 人 恒 等 
映射 ,因此 ,相似 的 两 个 序数 ae, 必然 相等 . 由 a,b 的 任意 性 ,相似 
的 序数 必然 都 相等 . 

定理 “相似 的 序数 必然 都 相等 ”的 成 立 ,解决 了 序数 定义 前 我 
们 曾 提出 的 .序数 应 当 满 足 的 要 求 2 的 一 半 . 这 是 因为 ,序数 作为 
良 序 集 的 “类 型 ” 的 标准 ,要 求 对 任意 给 定 的 良 序 集 , 在 定义 的 序 
数 中 都 应 当 恰好 有 一 个 序数 ( 良 序 集 ) 与 之 相似 . 先 设 良 序 集 A 同 
序数 <,2 都 相似 , 则 由 相似 的 传递 性 ,a 和 5 相似 ,从 而 有 a = 5. 可 
见 ,一 个 良 序 集 在 所 证 定理 的 要 求 下 ,最 多 能 与 一 个 序数 相似 , 这 
表明 ,如 果 一 个 良 序 集 能 够 同 某 个 序数 相似 ,那么 ,这 个 序数 必定 
是 唯一 的 
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第 二 节 ”序数 之 间 的 顺序 


一 .序数 的 三 歧 性 


良 序 集 的 可 较 原 理 断 定 , 对 于 任意 的 两 个 良 序 集 4,5, 以 下 的 
三 种 情况 中 恰好 有 一 种 成 立 : 

l.a~b; 

2.4 一 总 的 某 一 真 截 段 ; 

3.a 的 某 一 真 截 段 一 驴 | 

由 前 述 定义 ,序数 显然 是 特殊 种 类 的 良 序 集 , 两 个 序数 之 间 的 比 
较 , 除 了 应 符合 良 序 集 的 可 较 原 理 外 ,还 应 该 有 哪些 特殊 的 结果 呢 ? 

首先 ,如 果 以 上 第 一 种 情况 中 的 a,b 是 序数 ,那么 由 两 序数 的 
相似 必然 有 a = 5. 

其 次 , 如果 以 上 二 种 情况 中 的 a,b 是 序数 , 按 序数 的 定义 , 序 
数 5 的 真 截 段 c 必定 是 6 的 元 素 , 有 cE€5; 并 且 由 已 证 定理 ,c 还 是 
序数 ,a ~ c 等 价 于 a = c, 于 是 有 a € 4. 

最 后 , 如 果 以 上 第 三 种 情况 中 的 a,b 是 序数 ,与 第 二 种 情况 同 
理 , 必 定 有 2 E a. 

对 于 第 二 种 情况 中 的 a € 6, 由 于 a 相似 并 由 此 等 价 于 2 的 某 
一 真 截 段 ,因此 显然 有 a 条 b; 反 之 , 若 设 序数 a,b 之 间 的 关系 为 a 
特 5, 则 上 述 三 种 情况 中 的 第 一 、 第 三 种 情况 都 不 可 能 成 立 . 这 表 
明 , 当 a,65 是 序数 时 ,第 二 种 情况 中 的 a € 5 实际 上 是 和 a 至 2 等 价 
的 . 同 理 , 上 述 第 三 种 情况 中 的 5€ ,实际 上 是 和 2 至 < 等 价 的 . 
综 上 所 述 ,我 们 有 下 述 的 定理 : 

定理 “对 于 任意 的 两 个 序数 ec 和 5, 以 下 三 种 情况 中 恰好 有 
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一 种 成 立 : 

l.a=b; 

2. a E 0, 或 者 aa 至 六 此 时 a 必定 是 6 的 某 一 真 截 段 ; 

3. 6 E 4, 或 者 上 等 a, 此 时 8 必定 是 a 的 某 一 真 截 段 . 

本 定理 所 反映 的 是 序数 之 间 的 三 歧 性 . 下 面 的 定理 则 反映 的 
是 序数 之 间 所 具有 的 传递 性 . 

定理 。 每 个 序数 都 是 传递 集 . 即 对 于 任 一 序数 a, 都 有 

VyVr(y€ErArE aryE€ a). 

证 明 : 若 x Ea, 则 z= SCz). 若 yEz, 则 yE SCz)Sa， 

所 以 ,y € a. 即 a 是 传递 集 . | 


二 .序数 之 间 的 顺序 


定义 ”对 于 两 个 序数 a 和 6, 当 且 仅 当 a € 5, 称 a 小 于 6 或 者 
说 45 大 于 a. 记 为 
a 二 b 或 者 6 之 a. 
由 上 述 讨论 , 当 序 数 a 是 序数 b 的 真 截 段 时 ,显然 a 二 5,b > 
ura € 6b 和 a 等 0 这 些 说 法 都 是 等 价 的 . 应 当 指 出 ,上 述 定义 同 自 
然 数 之 间 的 “天 ”实际 上 是 一 致 的 . 
由 定义 还 不 难看 出 ,对 于 序数 a。 和 ,有 
a braCb, 
此 即 a 过 5b 或 者 a = 6. 于 是 ,我 们 可 得 到 序数 三 歧 性 定理 的 等 价 定 
理 : 
定理 。 对 于 任意 的 两 个 序数 a 和 ,以 下 三 种 情形 中 恰好 有 
一 种 成 立 : 
a=b,a<b,b< a. 
对 于 序数 的 传递 性 定理 ,利用 三 歧 性 等 价 定理 也 可 表达 为 : 
定理 。” 设 4a,b,c 是 序数 , 则 有 
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a<pAD<c 一 4<c. 

在 前 面 的 讨论 中 ,我 们 用 S,(x) 记 x € a 在 a 中 的 前 段 , 它 表 
示 S.(z) 是 由 一 切 在 a 的 良 序 中 排序 编号 在 z 之 前 的 元 素 所 组 成 
的 集合 . 现在 ,对 于 序数 工 ,我 们 用 S(x) 记 一 切 小 于 的 序数 组 成 
的 集合 , 即 

S(z) 一 {y | y 是 序数 且 y < 工 }. 

在 以 下 讨论 中 ,我 们 把 上 述 的 SCz) 称 为 序数 zz 的 绝对 前 段 . 下 面 
的 定理 反映 了 一 个 序数 与 其 绝对 前 段 之 间 的 关系 : 

定理 。 任 一 序数 总 和 它 的 绝对 前 段 相等 . 即 如 果 zx 是 序数 ， 
则 

SCz) = 

证 明 :一 方面 , 设 yE S(z), 则 按照 绝对 前 段 的 定义 ,y 是 序数 
并 且 >< z, 则 由 序数 的 三 歧 性 等 价 定理 ,有 y € x. 另 一 方面 , 若 设 
y E Zz, 则 由 已 证 定理 ,有 y 是 序数 ,于 是 y 二 z, 当 然 有 yE SCz). 

本 定理 等 于 说 ,每 个 序数 实际 上 都 是 由 小 于 它 的 (或 在 它 前 面 
的 ) 一 切 序数 组 成 的 一 个 良 序 集 . 按照 序数 的 定义 ,每 个 序数 a 都 
是 一 个 特殊 种 类 的 良 序 集 , 并 且 每 个 这 样 的 良 序 集 a 都 有 它 自 己 
的 排序 方法 ,我们 常常 记 为 “一 .” 在 本 定理 证 明之 前 ,我 们 定义 
了 绝对 前 段 , 它 和 在 前 所 证 明 的 定理 如 三 歧 性 等 ,实际 上 规定 了 序 
数 之 间 的 一 种 绝对 顺序 “<<”. 本 定理 就 是 这 种 规定 的 表现 , 它 把 
序数 各 自 原 有 的 顺序 都 统一 在 了 这 个 绝对 顺序 “<” 之 中 . 事实 
上 , 若 a 是 序数 ,并 且 x € a, 则 由 已 证 定理 ,x 是 序数 , 按 本 定理 或 
序数 的 定义 ,有 

SCz) 一 工 一 9.(z)， 
这 就 是 说 ,对 于 任意 的 y,z € a, 都 有 
y < Tery < 
因此 ,以 后 除非 必要 ,就 不 必 再 区 分 “二.” 和 “<<”, 也 不 必 再 区 分 
S.(z) 和 SCz). 
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定理 。 若 序 数 a 过 5, 则 ai 志 b. 

证 明 :车 序数 a 二 5, 则 由 已 证 ,a € 6b. 因为 序数 依然 是 集合 ， 
所 以 有 a E€ br .由 集合 后 继 的 定义 ,a* E€ 5 UU {5} ,所 以 ,或 者 有 
at 二 6b, 或 者 有 a!tCCb, 此 即 ai 才 台 . 

推论 ”在 序数 a 与 其 后 继 者 a” 之 间 , 不 存在 另外 的 序数 . 

推论 的 成 立 是 明显 的 . 而 定理 和 推论 表明 ,在 后 继 这 一 关系 
上 ,序数 和 自然 数 是 一 致 的 . 例如 ,由 已 证 定理 可 知 ,0 是 最 小 的 序 
数 ,而 0 和 07 = 二 1 之 间 因 为 没有 其 他 的 序数 ,可 见 , 紧 跟 在 0 后 的 序 
数 就 是 1, 而 紧 跟 在 序数 1 后 的 一 定 是 2, 如 此 等 等 . 

现在 ,由 我 们 已 建立 起 来 的 关于 序数 的 理论 可 以 看 到 ,序数 保 
留 了 自然 数 的 许多 性 质 ,这 说 明 序数 的 Von. Neumann 定义 在 从 
自然 数 到 序数 的 推广 过 程 中 的 确 是 卓有成效 的 . 但 是 ,序数 毕竟 
不 同 于 自然 数 ,因此 ,一 般 序数 并 不 能 保留 自然 数 的 所 有 特征 ， 例 
如 ,我 们 曾 证明 过 ,每 个 非 0 自然 数 都 有 先行 者 ,但 一 般 的 非 0 序 
数 却 不 见得 都 有 先行 者 ,如 w 是 序数 ,但 w 就 没有 先行 者 . 

定义 ”没有 先行 者 的 非 零 序数 称 为 极限 序数 . 

极限 序数 是 说 ,对 于 序数 a, 当 且 仅 当 a 关 0, 并 且 不 存在 序数 
b, 使 得 线 二 a, 就 说 a 是 一 个 极限 序数 ,如 上 面 提 到 的 w, 显然 , 自 
然 数 都 不 能 是 极限 序数 . 

自然 数 与 序数 之 间 的 差别 还 不 仅 如 此 . 例如 , 自然数 和 "一 ” 
构成 的 序 偶 (w, 一 ) ,构成 一 个 全 序 集 , 并 具有 三 歧 性 和 传递 性 . 但 
能 否 说 一 切 序 数 构 成 的 集合 与 “<” 组 成 的 序 偶 也 构成 一 个 全 序 
集 , 并 且 也 具有 这 些 相应 的 性 质 呢 ?这 是 不 可 以 的 . 因为 ,下 面 稍 
后 出 现 的 定理 表明 ,一 切 序 数 不 能 构成 集合 . 不 过 ,虽然 一 切 序数 
不 能 构成 集合 ,但 在 一 定 的 条 件 下 ,无 论 是 由 哪些 序数 构成 的 集 
合 , 这 些 集 合 不 但 是 全 序 集 , 而 且 是 良 序 集 . 

定理 ” 设 A 是 由 序数 组 成 的 集合 ,那么 ,(A, 科 ) 必定 是 良 序 
集 . 
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证 明 ; 设 A 是 由 序数 构成 的 集合 , 任 取 ECA 并 且 E 关 名 . 现 
在 任 取 a E€ E. 车 a 是 EE 的 最 小 元 ,那么 由 良 序 集 的 定义 , 则 所 证 定 
理 已 成 立 . 为 说 明 一 般 性 ,不 妨 设 a 不 是 EE 的 最 小 元 . 现 取 bE€E EE， 
并 使 5 二.a. 由 序数 性 质 ,必定 有 5E€ 4a, 可见,a 站 上 关 名 .因为 a 
是 序数 ,所 以 a 是 良 序 集 ,因此 a 的 非 空子 集 a 门 巨 一 定 有 最 小 元 ， 
设 为 c. 下 面 ,我 们 证 明 ,c 也 是 EE 的 最 小 元 . 

事实 上 ,如 果 c 不 是 EE 的 最 小 元 , 则 必定 存在 d € EF, 使 得 4 一 
c, 同 样 由 序数 的 性 质 ,必定 有 d € c. 但 c 是 属于 a 的 由 每 个 序数 都 
是 传递 集 , 有 dE€ a. 由 此 得 d € a 站 E, 这 同 c 是 a 门 E 的 最 小 元 
的 假设 矛盾 . 所 以 ,c 必定 是 E 的 最 小 元 ,从 而 EE 是 良 序 集 ， 

推论 ” 设 A 是 由 序数 组 成 的 集合 , 则 U (A) 仍 是 序数 . 

证 明 : 设 $=U (4), 由 于 序数 的 元 素 仍 是 序数 ,所 以 ,8 还 是 
一 个 有 序数 构成 的 集合 . 由 上 所 证 ,6 是 良 序 集 . 为 了 说 明 8 是 序 
数 , 我 们 只 要 能 证 明 对 任意 的 xE6, 都 有 S;(z) ==z 就 可 以 了 . 实 
际 上 ,由 zE 6, 可 知 z 必 定 属于 A 中 某 一 序数 ,不 妨 令 其 为 4a, 显然 
就 有 z = S,(z); 但 a 同时 是 U (A) = 8 的 一 个 截 段 ,所 以 必然 有 
S.(z) = SCz), 因 此,z = S;(x) 成 立 , 即 U (A) = 9 是 序数 . 


三 .序数 集合 的 界 


定义 ” 设 A 是 由 序数 构成 的 集合 . 当 且 仅 当 存在 一 个 序数 
4 ,使 得 对 任意 的 序数 a € A, 都 有 a 声 4, 则 称 4 是 集合 A 的 一 个 上 
界 ; 当 且 仅 当 存在 一 个 序数 ,使 得 对 任意 的 序数 a € A, 都 有 4 到 
4a, 则 称 ) 是 集合 A 的 一 个 下 界 . 

序数 集 A 的 上 界 和 下 界 都 不 是 唯一 的 . 在 序数 集 的 所 有 上 
(下 ) 界 中 ,如 果 没 有 比 * 更 小 (大 ) 的 上 (下 ) 界 , 则 称 1 是 序数 集 A 
的 上 (下 ) 确 界 . 

对 序数 集 的 界 的 定义 , 同 前 面 对 序 集 定义 的 界 是 有 区 别 的 . 
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在 序 集中 ,一 个 序 集 ACX 的 上 界 ( 或 者 下 界 ) 只 是 在 序 集 X 中 来 
考虑 的 . 例如 ,由 一 切 偶数 构成 的 集合 w. ,我 们 只 在 自然 数 集中 考 
虑 它 的 上 界 ,而 这 样 的 上 界 事 实 上 对 w. 来 说 是 不 存在 的 . 而 对 序 
数 集 的 界 是 在 绝对 意义 下 说 的 ,因此 ,w,w' 等 都 可 以 是 w 的 上 界 ， 
并 且 ,w 是 w. 唯一 的 上 确 界 . 

定理 ”任何 序数 集 都 存在 上 界 . 

证 明 : 设 A 是 由 序数 构成 的 任 一 集合 . 对 A 求 并 ,并 设 4= 
U (4) ,由 上 面 所 证 推论 , 则 ; 依然 是 一 序数 .下面 我 们 证 明 4 就 
是 A 的 一 个 上 界 . 

事实 上 ,对 于 任意 的 元 素 4a € 4,aSX, 故 由 序数 之 间 的 顺序 ， 
aSAMe>a 魏 人, 由 上 界定 义 ,定理 成 立 . 

定理 。 不 存在 由 一 切 序数 构成 的 集合 . 

证 明 :( 反 证 ) 如 果 存 在 由 一 切 序数 构成 的 集合 ,不 妨 记 为 A， 
那么 ,由 .上 面 证 明 的 定理 ,必然 存在 序数 4, 使 得 对 于 任意 的 a € 
4, 都 有 a 委 1, 即 1 是 A 的 一 个 上 界 . 再 由 序数 的 后 继 还 是 序数 ， 
这 样 ,就 存在 序数 ,严格 地 大 于 A 的 任何 一 个 元 素 ,从 而 i 攻 
A, 显 然 , 这 同 A 是 由 一 切 序数 构成 的 集合 是 矛盾 的 ,因此 假设 不 
能 成 立 ,而 原 定 理 成 立 . 

本 定理 表明 ,只 要 承认 所 有 的 序数 能 够 构成 一 个 集合 ,就 一 定 
会 引出 逻辑 悖 论 . 这 个 悖 论 , 通常 被 人 们 称 为 布 拉 里 一 福 迪 
(Burali 一 Forti) 悖 论 ,或 者 最 大 序数 悖 论 . 
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一 .关于 公理 的 小 结 


在 介绍 替换 公理 之 前 ,我们 对 本 书 所 涉及 的 公理 作 一 个 小 结 . 
这 对 公理 集合 论 的 理解 是 有 意义 的 . 

外 延 公 理 ( 第 二 章 ,第 一 节 ); 

空 集 公理 (第 二 章 , 第 一 节 ); 

子 集 公 理 ( 第 三 章 , 第 一 节 ); 

偶 集 公理 (第 三 章 ,第 二 节 ); 

并 集 公 理 ( 第 三 章 ,第 三 节 ); 

罕 集 公理 (第 三 章 ,第 六 节 ); 

无 穷 公理 (第 五 章 , 第 二 节 ); 

选择 公理 (第 六 章 , 第 四 节 ). 

本 书 在 前 面 的 论述 中 ,以 上 述 8 条 公理 为 出 发 点 ,推出 了 其 他 
的 理论 . 但 是 ,一 个 公理 系统 作为 出 发 点 的 公理 太 多 毕竟 不 是 有 
利 的 , 当 我 们 需要 证 明 公理 的 独立 性 一 类 问题 时 ,过 多 的 公理 在 理 
论 推 演 中 就 会 变 成 一 种 累 获 .下面 介绍 的 蔡 换 公理 ,对 公理 的 简 
化 应 当 是 非常 有 益 的 . 


二 .替换 公理 


设 给 定 集合 A, 并 给 定 含有 元 素 TY 的 公式 9p(zyy)，, 其 中 st 
E A,y 满足 单 值 条 件 
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VXE AVyVy pry) A px, yy = y2). 

以 上 所 设 意味 着 ,对 于 任意 的 zx € A, 满 足 公 式 的 y 最 多 只 有 
一 个 . 于 是 ,我 们 能 否 由 此 断言 ,所 有 的 满足 公式 g(x,y) 的 序 偶 
(x,y) 一 定 构 成 一 个 函数 呢 ? 虽 然 , 我 们 知道 一 个 蚂 数 集 首先 要 求 
是 一 个 由 序 偶 构成 的 集合 ,并 且 已 知 序 偶 (z,y) 的 条 件 

ZEAADpZy) 
也 是 清楚 并 且 确 定 的 ,但 在 这 些 条 件 中 ,我 们 的 确 找 不 到 这 些 序 偶 


的 包容 集 . 因此 ,从 理论 上 说 ,我 们 无 法 用 子 集 公理 来 证 明 满足 该 


条 件 的 序 偶 (z,y) 就 必定 构成 一 个 集合 . 事实 上 ,虽然 序 偶 的 第 
一 坐标 z+ 都 是 集合 A 的 元 素 ,但 第 二 坐标 y 的 范围 却 是 不 确定 的 ， 
在 这 样 的 条 件 下 ,我 们 不 但 无 法 用 子 集 公 理 来 证 明 (z,y) 能 构成 
集合 ,引用 其 他 的 公理 显然 也 是 无 济 于 事 的 ,这 就 需要 建立 一 个 新 
的 公理 来 保证 满足 上 述 条 件 的 (z,y) 能 够 构成 一 个 函数 ,实际 
上 ,这 样 的 想法 并 非 是 毫 无 根据 的 ,因为 既然 一 个 在 对 应 wp 的 作 
用 下 ,最 多 有 一 个 > 与 之 对 应 ,可 以 想象 由 所 有 的 满足 条 件 的 > 构 
成 的 集合 不 会 比 4 集 的 元 素 更 多 ,这 意味 着 由 满足 条 件 的 所 有 的 
> 所 构成 的 集合 必定 是 受制 于 集合 A 的 ,因此 ,> 所 构成 的 集合 必 
定 是 一 个 范围 确定 或 有 限 的 集合 . 

蔡 换 公理 设 给 定 集合 A, 并 给 定 不 含有 下 和 8B 的 公式 p(x， 
y) ,满足 条 件 

VrXE AVYy Vy (pr y) A opr,y) yy = y2), 
则 一 定 存在 函数 
上 一 (zy) | EAA plr,y}, 
从 而 也 存在 一 个 集合 
B= ran(F)= {y| jx € ANA yl(r,y)). 

替换 公理 用 通俗 的 话 来 说 , 就 是 通过 满足 条 件 Vx € 
AVVYyCepCzyD) AZ yz) 一 yi = y2) 的 公式 9(zy,y) ,由 每 
个 zE A 最 多 可 以 得 到 一 个 y = F(x), 现在 ,用 得 到 的 每 一 个 y 替 
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换 相 应 的 z, 就 能 够 得 到 一 个 确定 的 集合 . 

替换 公理 应 当 是 一 条 公理 模式 . 对 每 一 个 具体 的 公式 p(z， 
2) 而 言 ,都 应 当 有 一 条 具体 的 替换 公理 ,公理 模式 只 不 过 是 对 这 
些 所 有 的 具体 公理 的 一 个 概括 而 已 . 在 蔡 换 公理 的 应 用 中 , 对 公 
理 中 所 断定 的 两 种 存在 性 , 即 函 数 和 集合 ,尽管 从 集合 的 角度 说 ， 
函数 也 是 集合 ,引用 了 天 数 的 存在 ,也 就 是 肯定 了 集合 的 存在 ,但 
人 们 通常 更 多 的 是 直接 引用 集合 的 存在 性 . 

建立 了 替换 公理 以 后 ,我们 原来 设立 的 某 些 公理 在 系统 中 反 
而 具备 了 可 证 性 . 例如 ， 

例 1 用 替换 公理 证 明子 集 公理 . 

证 明 : 设 给 定 集 合 A, 并 设 CCz) 是 一 个 不 含 集 B 的 条 件 . 现 
在 令 公式 PC(z,y) 为 

CCz) 人 yy 一 工 . 
对 于 每 个 x € 4 ,最 多 有 一 个 满足 上 述 的 p(z,y),， 即 当 CCz) 成 
立时 ,y = x. 按照 替换 公理 ,必定 存在 集合 B, 使 得 
VYy(yE Bojr(rE AA (Cr) A y= 7x))), 
它 等 价 于 :存在 集合 B, 使 得 
Vy(yE€E BorE€ AA Cl(y)). 

这 就 证 明了 子 集 公理 . 

例 2 ”利用 空 集 公理 、 需 集 公 理 和 替换 公理 证 明 偶 集 公理 . 

证 明 : 由 空 集 公理 和 寡 集 公理 , 空 集 名 和 适 集 6 (CB) ,和 ( 引 
(名 )) 都 是 存在 的 . 好 和 所 (好 ) 都 是 (给 ( 包 )) 的 元 素 . 并 且 不 难 
证 明 , 纪 ( 纪 (好 )) 的 元 素 只 能 是 妨 和 所 (好 ) ,由 于 她 关 另 (好 ), 因 
此 , 包 ( 弛 (好 )) 仅 有 的 两 个 元 素 肯定 是 不 同 的 . 在 替换 公理 中 , 取 
A = (( 避 )), 并 对 任意 给 定 的 集合 4a,5, 取 公式 pg(z,y) 为 

(z=BAy=a)V (r= (CD) A y= 0), 
于 是 ,对 于 每 个 + € A 二 和 (6、、()), 只 能 有 唯一 的 y 满足 p(x， 
y) ,也 就 是 对 于 确定 的 集合 她 或 者 和 (名) ,能 与 之 对 应 的 就 只 
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是 确定 的 a 或 者 6. 故 由 替换 公理 ,存在 集合 B= (yl|y=aVy 
二 6). 按照 定义 ,B 就 是 偶 集 {a,6}. 

以 上 的 例子 表明 , 当 我 们 在 系统 中 增加 了 替换 公理 后 ,原来 所 
给 出 的 8 条 公理 并 不 再 都 是 系统 所 必要 的 了 ,其 中 有 的 完全 可 以 
从 尊贵 的 公理 位 置 上 降 为 一 般 的 定理 ,当然 ,这 对 公理 系统 的 性 质 
研究 ,肯定 会 带 来 许多 的 方便 . 

多 数 的 集合 论 教材 除了 介绍 以 上 9 条 公理 之 外 ,还 给 出 了 一 
条 正则 公理 : 设 给 定 集 合 A 关 如 , 则 存在 A 的 成 员 z, 使 得 z 站 A 
二 好 . 在 集合 理论 文献 中 ,通常 把 上 述 10 条 公理 构成 的 系统 称 为 
Zermelo 一 Fraenkel 公理 系统 , 简 记 为 ZF 系统 . 本 书 作为 集合 论 
公理 系统 的 导 引 ,理论 所 涉及 的 深度 毕 况 是 有 限 的 ,因此 ,本 书 不 
再 介绍 正则 公理 . 
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第 四 节 计数 原理 


在 本 章 第 一 节 中 ,我 们 曾 希 望 我 们 所 定义 的 序数 是 满足 这 样 
的 一 类 标准 的 良 序 集 ， 

1. 序数 作为 自然 数 的 推广 , 它 应 当 包 含有 每 个 自然 数 ; 

2. 序数 作为 良 序 集 的 “类 型 > 的 标准 , 对 于 任意 给 定 的 良 序 
集 ,在 定义 的 序数 中 都 应 当 恰 好 有 一 个 序数 ( 良 序 集 ) 与 之 相似 , 

显然 标准 1 要 求 序数 概念 是 自然 数 概念 的 推广 ,而 标准 2 要 
求 每 一 个 良 序 集 都 恰好 有 一 个 与 它 相似 的 序数 . 在 第 一 节 的 例 中 
我 们 也 看 到 ,要 求 是 容易 被 满足 的 :因为 每 一 个 自然 数 都 是 一 个 序 
数 . 对 于 标准 2, 我 们 在 假设 每 个 良 序 集 都 有 序数 与 之 对 应 的 基础 
上 ,证 明了 这 样 的 序数 的 唯一 性 . 下 面 , 我 们 在 引入 的 替换 公理 基 
础 上 ,就 来 说 明 标准 2 中 要 求 的 序数 的 存在 性 问题 . 

计数 原理 。 对 于 任何 良 序 集 六 ,存在 唯一 的 序数 与 之 相似 . 

在 计数 原理 给 定 的 条 件 下 ,直接 找 出 与 X 相似 的 序数 显然 是 
有 困难 的 . 我 们 证 明 的 思路 如 下 : 先 我 们 不 管 有 无 序数 与 XX 相 似 ， 
而 看 X 的 能 与 序数 相似 的 截 段 . 很 明显 , 良 序 集 和 的 这 样 的 截 段 
是 一 定 存在 的 . 例如 , 空 集 名 是 X 的 截 段 ,那么 ,与 名 相似 的 序数 
是 0; 以 zo 为 X 的 最 小 元 ,那么 ,由 久 是 良 序 集 , 这 样 的 x 也 是 肯 
定 存在 的 ,于 是 ,{zo} 必然 是 X 的 一 个 非 空 的 截 段 , 它 一 定 同 1 相 
似 ,如 此 等 等 . 现在 ,我 们 一 般 地 用 Y 记 X 的 能 与 序数 8 相似 的 截 
段 , 并 把 这 样 的 一 切 的 Y 并 起 来 ,我 们 希望 通过 推理 能 够 证 明 ， 
U (Y) = X; 而 把 相应 的 8 也 并 起 来 ,得 到 某 个 序数 a, 同 样 希望 能 
证 明 这 个 a ~ X. 这 就 是 我 们 以 下 所 要 去 做 的 . 

证 明 :唯一 性 已 成 立 , 以 下 证 明 存 在 性 ， 
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以 A 记 和 良 序 集 X 的 一 切 截 段 组 成 的 集合 , 即 
A= 人 (人 Y|Y 是 X 的 截 段 }， 
并 以 公式 p(Y,B) 记 “Y 与 某 一 序数 8 相似 ” 由 第 一 节 已 证 ,对 于 
任意 的 YE A, 最 多 有 一 个 序数 B 使 得 公式 gl(Y,B) 成 立 , 所 以 ,由 
替换 公理 ,必定 存在 集合 
B= {8| 3Y € A A yp(Y,B), 
这 就 是 说 ,B 是 所 有 的 能 与 良 序 集 X 的 截 段 相似 的 序数 构成 的 集 


人 和 全 
王 二 


另 一 方面 , 令 W 忆 A 为 一 切 能 与 序数 相似 的 X 的 截 段 的 集 

合 , 即 
W= {YE€ Al|ogp(Y,A). 
现在 ,对 B 和 W 分 别 求 并 ,并 记 
«=U (B),M =U (W)， 

由 第 二 节 已 证 推论 ,序数 的 并 是 序数 , 故 a 是 序数 .下面 , 我 们 所 要 
做 的 ,就 是 证 明 a 一 X. 

首先 M ~a. 在 上 述 设 定 的 基础 上 ,我 们 构造 一 个 从 M 到 a 上 
的 相似 映射 /如 下 , 即 ; 对 于 每 个 x € M,z 必然 属 于 某 个 了 YE W. 
并 且 , 设 BE B 就 是 与 Y 相 似 的 序数 ,用 fy 记 从 了 到 8 上 的 相似 映 
射 ,规定 ， 

fx) = fy(x). 
显然 ,这 样 定义 的 f 与 Y 的 选择 是 无 关 的 . 事实 上 , 设 xEY 并 且 
zx EY;, 由 于 YY ,Y; 都 是 X 的 截 段 ,因此 ,两 者 中 必 有 一 个 是 男 一 
个 的 截 段 . 由 于 两 良 序 集 之 间 若 存在 相似 映射 ,那么 这 样 的 相似 
映射 必然 是 唯一 的 ,现在 较 小 的 截 段 中 引用 两 良 序 集 之 间 相 似 呐 
射 的 这 一 结论 ,就 必然 有 fy 《zx) = fy, (x). 这 样 定义 的 太 M 一 8 
必定 是 相似 映射 . 因为 ,对 于 任意 zl ,zs E M, 一 定 存在 某 个 Y € 
丈 , 使 得 zz EY, 那 么 ,如 果 z 过 zi; 则 fy(zi) 二 fy(x:), 此 即 
fx) < rs) 可见, 了 是 严格 递增 的 . 而 由 所 设 ,ran( 了 有) = 二 a 是 
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显然 的 . 
其 次 ,我 们 证 明 M 二 X. 
首先 ,由 上 所 设 ,M 肯定 是 X 的 截 段 ,因此 ,我 们 只 要 能 够 证 
明 M 不 能 是 X 的 真 截 段 就 可 以 了 . 事实 上 ,如 果 M 是 X 的 真 截 
段 , 则 一 定 存在 YE X, 使 得 M = Sx(7). 由 于 已 证 M ~a, 所 以 有 
MU {7} ~~at .这样 ,M U {7Y) = Sx(7) 依然 是 X 的 截 段 并 且 与 
序数 gt 相似 ,从 而 也 应 当 属 于 下 ,这 就 同 M = U (W) 的 假定 相 予 
盾 , 所 以 M 不 能 是 X 的 真 截 段 ,M = X. 
综 上 所 述 ,计数 原理 成 立 . 
计数 原理 解决 了 与 良 序 集 相似 的 序数 的 存在 性 问题 . 现在 ， 
我 们 可 以 概括 起 来 说 ,序数 本 身 就 是 一 类 标准 的 良 序 集 . 其 中 ,0 
是 最 小 的 一 个 序数 ,每 个 序数 都 是 有 小 于 它 的 所 有 的 序数 来 构成 
的 ;而 对 于 任意 的 良 序 集 , 都 必定 存在 唯一 的 某 个 序数 与 之 相似 . 
以 后 ,我 们 把 与 良 序 集 X 相似 的 唯一 序数 , 称 为 X 的 序数 , 记 为 
w = ord(X). 
当 久 是 有 限 集 时 ,ord(X) 与 和 的 元 素 的 个 数 N(CX) 重合 , 即 
有 
ord(X) = N(X); 
当 X 是 无 限时 ,一 般 情 况 下 , 按 自然 数 w 的 顺序 ,X 与 w 相似 ， 
ord(X) = w. 例如 , 令 
ll 
n 十 1 
则 按照 有 理 数 本 来 的 顺序 ,X ~ w, 其 序数 就 是 w. 而 在 此 基础 上 ， 
良 序 集 X U {1) 的 序数 就 是 w' , 良 序 集 X U (1,2} 的 序数 就 是 
wt 等 . 


X= {1 |n€ w}, 
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第 五 节 ”选择 公理 的 另 一 个 等 价 命题 


在 前 一 章 ,我 们 曾 用 良 序 化 原理 证 明 过 无 序 集 的 可 较 原 理 , 即 
对 任意 两 个 集合 A 与 也 ,情形 44B 和 BqA 中 至 少 有 一 个 成 立 . 
现在 ,添加 了 替换 公理 以 后 ,我 们 将 用 无 序 集 的 可 较 原理 来 证 明 良 
序 化 原理 . 当然 ,为 避免 推理 上 的 循环 ,我 们 在 证 明 中 不 会 使 用 与 
良 序 化 原理 等 价 的 选择 公理 . 而 在 证 明 前 ,利用 替换 公理 和 计数 
原理 (它们 都 是 不 依赖 选择 公理 或 良 序 化 原理 的 ) 先 证 明 一 个 预 
备 定 理 : 

定理 。 对 于 任意 集 4 ,存在 一 个 序数 ,使 得 受制 于 A 不 能 
成 立 . 
证 明 : 欲 证 cqdA 不 成 立 , 我 们 先 来 看 A 的 一 切 能 赋予 良 序 
“<<a” 的 子 集 B, 既 然 ,我 们 并 没有 假定 A 的 所 有 子 集 , 特 别 是 A 本 
身 都 是 能 良 序 化 的 . 能 够 良 序 化 的 子 集 总 是 存在 的 ,例如 空 集 ， 
我 们 可 以 证 明 , 由 一 切 这 样 的 良 序 集 中 组 成 的 序 偶 (B, 委 s) 构成 
一 个 集合 . 

事实 上 ,由 于 B € 8 外 (4) ,而 关系 “ 委 s” 是 由 某 些 序 偶 (z,y) 
E BXB 组 成 的 集合 , 故 关系 <<a” 应 当 是 BX B 从 而 是 AXA 的 
子 集 , 有 二 s € (A XA). 可 见 (B, Bp) € (A) Xx f(AX A). 
于 是 由 子 集 公理 ， 

W= {(B, 芝 sp)|18CA 人 二 是 B 的 良 序 } 
应 当 是 一 个 集合 . 再 按 计 数 原理 , 良 序 集 (B, 所 sa) 也 应 当 有 唯一 
的 序数 8 与 之 相似 . 在 替换 公理 中 ,不 妨 取 gl(z,y) 为 pg((B, 二 s)， 
PB) 此 时 的 9 意 为 :(B, 生 es) 一 序数 8 这 样 ,由 替换 公理 ,就 得 到 由 
上 述 的 序数 6 替换 原来 的 (B, 委 s) 所 构成 的 集合 M, 即 
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M= {8| 3(B, <s) €E WA vB, <a) ,PD). 
既然 M 是 由 序数 组 成 的 集合 ,由 已 证 ,一 定 存 在 序数 a 4 M, 下 面 
我 们 就 证 明 ,就 是 这 样 的 a A 不 能 成 立 . 

反 证 :如 果 a< 4 成立 , 则 a 必定 与 4 的 某 个 子 集 B 等 势 . 这 
样 , 不 妨 设 f 是 从 a 到 B 上 的 那个 双 射 ,那么 ,可 以 通过 这 个 f 把 a 
的 良 序 传授 给 B: 即 对 于 任意 的 XxX,6 € a 规定 

Xf <af 6). 
于 是 , “二 gs” 就 是 B 的 一 个 良 序 ,所 以 , (8B, 委 s) ~ a 并且, (8B， 
三 8) E W. 这 样 ,有 上 面 已 证 ,必然 有 a E M 这 同 a 4 M 是 矛盾 
的 ,假设 不 能 成 立 , 即 a< A 不 成 立 . 

以 上 的 证 明 是 不 依赖 于 选择 公理 及 其 任 一 结果 的 ,但 依赖 于 
侍 换 公理 . 我 们 在 此 基础 上 ,假定 无 序 集 的 可 较 原 理 已 成 立 ,来 证 
明和 良 序 化 原理 . 

任意 给 定 集合 A, 由 上 面 已 证 定理 , 存在 一 个 序数 a, 使 得 
a<| A 不 成 立 . 由 无 序 集 的 可 较 原理 ,此 时 Ad a 成 立 . 这 表明 , 集 
合 A 肯定 与 a 的 某 个 子 集 MM 等 势 . 由 于 MM 是 序数 a 的 子 集 , 所 以 
M 当然 是 良 序 集 , 不 妨 就 设 f 是 从 M 到 A 上 的 双 射 . 那么 ,如 同上 
面 定 理 证 明 的 末 昆 的 作法 一 样 ,通过 /把 M 的 良 序 传授 给 A ,于 是 
我 们 得 到 了 A 的 一 个 良 序 “ 委 *”. 这 就 证 明了 ,任意 的 集合 A 都 是 
可 以 良 序 化 的 ,和 良 序 化 原理 成 立 . 

过 去 我 们 是 用 良 序 化 原理 去 证 明 无 序 集 的 可 较 原 理 的 ,现在 
又 用 后 者 证 明了 前 者 ,可 见 , 在 引 人 替 换 公 理 后 , 良 序 化 原理 和 无 
序 集 的 可 较 原 理 是 等 价 的 . 在 引入 替换 公理 前 ,我 们 曾 指出 :选择 
公理 、 良 序 化 原理 和 Zorn 引 理 是 两 两 等 价 的 命题 . 在 引入 替换 公 
理 后 ,我 们 现在 可 以 得 出 进一步 的 结论 :在 除去 选择 公理 但 包含 蔡 
换 公理 的 ZF 公理 系统 中 ,无 序 集合 可 较 原理 和 以 上 三 个 原理 也 是 
互相 等 价 的 . 
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第 六 节 序数 的 和 与 积 


在 自然 数 集 一 章 中 ,我 们 曾 以 递 推 的 方式 定义 了 自然 数 的 加 
法 .乘法 和 乘 方 运算 . 下 面 ,我 们 从 序数 的 角度 来 考查 其 中 的 加 法 
和 乘法 ， 


一 .序数 的 加 法 


先 看 一 个 具体 的 实例 : 求 序数 2 与 3 的 和 . 在 这 里 ,2,3 作 为 良 
序 集 ,有 2= (0,1) ,3 二 {0,1,2). 我 们 希望 用 求 并 的 方法 来 确定 2 
十 3, 但 是 , 2 U 3 = 3. 因此 ,在 求 并 之 前 ,需要 对 2 和 3 的 元 素 进 
行 区 别 看 由 序 偶 组 成 的 良 序 集 : 


= {(0,0),(1,0)}, 3 一 一 ((0,1),(1,1), (2,1))》， 
本 


2 U3= (1(0,0),(1,0)，(0,1 ,011 (2,1))》， 
”这 个 良 序 集 的 元 素 恰好 就 等 于 5 = {0,1,2,3,4)， 下 面 关于 序数 


的 和 的 定义 就 是 沿 着 这 样 的 思路 展开 的 . 
定义 给 定 序数 M,N, 记 
M= {(x,0) | xr € M); 
{Cy,1) | yE€ AM) ， 


二 这 C 这 山区 ,如 下 定义 C 中 的 良 序 : 对 于 任意 的 
XX EE AM 和 任意 的 yy 和 N ,规定 : 
1. (rx,0) < (y,1), 
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2. 当 且 仅 当 zx 二 x 时 , (zx,0) < (z ,0)， 
3. 当 且 仅 当 ><y 时 ,(y,1) < (y ,1). 
我 们 称 工 = ord(C) 为 序数 M 和 六 的 和 ，, 记 为 
I= M+N. 
定义 可 分 为 两 个 部 分 . 首先 是 对 序数 M 和 六 的 元 素 加 以 区 
别 . 从 序数 对 相应 良 序 集 相似 的 唯一 性 来 说 ,就 是 把 序数 M,N 转 


变 为 良 序 集 M,N. 其 次 ,是 对 转变 得 到 的 良 序 集 的 元 素 规定 了 一 
个 严格 的 顺序 ,这 既 涉 及 M 的 元 素 的 顺序 ,N 的 元 素 的 顺序 ,也 涉 
及 MM 和 NN 的 所 有 元 素 的 顺序 . 由 于 在 定义 中 把 相应 于 N 的 元 素 


， 总 是 排 在 相应 于 M 的 元 素 后 面 ,因此 可 以 预计 M 十 N 不 一 定 等 于 
“NN 十 M. 例如 ,由 定义 可 以 证 明 ,w 十 1 二 wt' ,但 1 十 w = w. 因此 ， 
一 般 情况 下 ,序数 加 法 的 交换 律 并 不 成 立 . 
对 于 任意 给 定 的 序数 M,N ,0O, 一 般 情况 下 ,下 述 的 运算 律 成 
立 : 
M+0=0+M=M; 
M+1=M; 
(M+N)+O= M+(N+O). 
自然 数 按照 自然 数 中 原本 的 顺序 是 良 序 集 , 所 以 自然 数 是 序 
数 的 特殊 情况 . 那么 ,现在 定义 的 序数 加 法 在 自然 数 m,n 分 别 等 
于 上 述 的 序数 M,N 时 ,m 十 n 同 自然 数 集中 讨论 的 加 法 运算 是 一 
致 的 吗 ? 其 实 , 只 要 能 够 验证 这 里 定义 的 序数 加 法 能 满足 自然 数 加 
法 的 递 推定 义 就 可 以 了 . 事实 上 ,按照 上 述 序数 加 法 的 运算 律 . 有 
m 十 0 = m, 即 序数 加 法 是 满足 自然 数 加 法 递 推定 义 的 条 件 1 的 ; 
其 次 是 ， 
m 二 nn 二 mm 十 (nn 十 1) 
二 (m 十 0) 十 1 
二 (m 十 n)1， 
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即 序 数 加 法 是 满足 自然 数 加 法 递 推定 义 的 条 件 2 的 . 可 见 ,这 里 
定义 的 序数 加 法 也 应 当 是 自然 数 加 法 定义 中 的 唯一 运算 ,所 以 , 当 
M 和 NN 本 身 就 是 自然 数 时 ,它们 之 间 的 加 法 运算 和 自然 数 之 间 的 
加 法 运算 就 是 一 致 的 了 . 


二 .序数 的 乘法 


对 于 序数 的 乘法 ,我 们 依然 首先 从 特殊 的 序数 即 自然 数 的 角 
度 来 考虑 . 例如 ,以 自然 数 2 与 3 的 乘积 为 例 ,作为 有 限 良 序 集 ,2 
= (0,1),3 = {0,1,2} ,按照 下 述 顺序 记 2 xX 3 的 笛 卡 尔 乘积 : 

2x3= {0,1} Xx {0,1,2} 

= {(0,0),(1,0);(0,1),(1,1);(0,2),(1,2))}. 
我 们 看 到 ,2 xX 3 的 元 素 恰好 等 于 6 个 , 即 有 
2XxX3=6., 

以 下 ,是 一 般 的 序数 的 积 的 定义 : 

定义 ”任意 给 定 序数 M 和 NN, 记 DD 一 MXN, 并 如 下 规定 DD 
中 的 良 序 :对 于 任意 的 zx,z”E M 和 任意 的 y,y E N, 都 有 

1. 当 且 仅 当 z<z 时 ,(zy) < (zy); 

2. 当日 仅 当 yy 二 y* 时 , (x,y) < (zx*,y*)， 
我 们 称 O = ord(D) 为 序数 M 与 N 之 积 , 记 为 

O = MON. 

序数 之 积 的 定义 实际 上 就 做 了 一 件 事情 : 即 对 笛 卡 尔 积 MX 
N 的 元 素 排序 . 由 于 该 笛 卡 尔 积 的 元 素 都 是 序 偶 ,因此 排序 中 不 
得 不 分 别 考虑 第 一 坐标 和 第 二 坐标 . 概括 地 说 ,对 于 任意 两 个 这 
样 的 序 偶 , 当 第 二 坐标 相同 时 ,就 把 第 一 坐标 较 小 的 排 在 前 面 ; 当 
第 二 坐标 不 同时 ,就 把 第 二 坐标 较 小 的 排 在 前 面 ,而 不 管 第 一 坐标 
谁 大 谁 小 . 我 们 把 序 偶 之 间 的 这 种 顺序 , 称 为 倒 字典 顺序 . 例如 ， 
对 于 2 和 的 笛 卡 尔 积 2Xw 的 元 素 按 倒 字典 顺序 有 如 下 的 排列 : 
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(0,0),(1,0);(0,1),C1,1);(0,2),(1,2);(0,3),(1,3);° 
不 难 验 证 ,由 此 排列 的 积 首 先是 一 个 良 序 集 ,其 序数 为 2. w. 而 在 
自然 数 集 的 讨论 中 我 们 曾 证 明 过 它 与 w 是 等 势 的 ,并 由 此 排列 推 
之 , 它 与 w 是 相似 的 ,所 以 有 

2@Oo = w. 
再 看 wX2, 由 定义 规定 的 排列 顺序 ,其 元 素 的 排列 为 ， 

〈0,0), (1,0)， (2,0) 3,0) 0, 1) 11)， 2，1)， 3 1) 

按照 定义 ,这 个 良 序 集 的 序数 是 w。2. 但 尽管 该 良 序 集 还 是 
同 wo 等 势 ,但 由 其 元 素 排 列 的 方式 , 它 却 不 能 与 ww 相似, 所 以 ,序数 
w@2 A 2Ow. 

上 述 第 二 例 表 明 ,序数 之 间 的 乘法 运算 一 般 情况 下 是 不 满足 
交换 律 的 . 其 实 , 由 于 序数 的 乘积 是 由 笛 卡 尔 积 来 定义 的 ,因此 ， 
具有 这 一 特点 应 当 是 不 难 理解 的 . 

由 序数 乘法 定义 出 发 ,对 于 任意 的 序数 M,N,O, 不 难 验证 下 
述 运 算 律 的 成 立 : 

MOO = 0OM=0; 

MO1= 1©OM= Mi 

(MON) ©0 = MO(NOO); 

MO(N+O) = MON + MOO, 
即 ,在 序数 乘法 中 , 零 元 律 .单元 律 、 结 合 律 和 乘法 对 加 法 的 左 分 配 
律 都 是 成 立 的 ,但 交换 律 和 乘法 对 加 法 的 右 分 配 律 一 般 情况 下 都 
不 成 立 . 

由 上 述 序数 乘法 的 定义 和 运算 律 ,不 难 推出 ， 

1. MO0 = 0; 

2.MON = MON+M, 

可 见 , 序 数 乘法 定义 是 满足 自然 数 乘法 的 递 推定 义 的 , 它 也 应 当 就 

是 自然 数 乘法 的 递 推 定义 中 那个 唯一 存在 的 运算 . 因此 , 当 序 数 

M,N 就 是 自然 数 时 ,这 里 定义 的 乘法 就 应 当 完 整 的 还 原 为 自然 数 
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的 乘法 运算 . 下 面 ,我 们 以 例 的 方式 ,来 证 明 一 些 重要 的 性 质 和 关 
系 . 
例 1 证 明 对 任意 的 序数 ae, 有 


a 二 a= a©2. 
证 明 :由 左 分 配 律 
4a 十 4 一 4o1 十 a@1 
一 ao( 十 1) 
= a®2. 


例 1 表明,n 个 相同 元 素 之 和 ,就 等 于 该 元 素 乘 以 该 元 素 的 个 


例 2 证 明 对 任意 的 序数 a,65,c, 都 有 
b<cmat+b<atte. 
证 明 ; 由 于 序数 都 是 良 序 集 , 所 以 ,如 果 设 5 过 c 成 立 , 那 么 。 
必定 是 c 的 真 截 段 ,记分 别 由 a,6b,c 的 元 素 为 第 一 坐标 的 序 偶 构成 
的 良 序 集 分 别 为 


a= (ro | zr Ea); 
b= {(y,D) yeE 人 yi 
c= {(z,1)|z€ ce), 
则 5 是 < 的 真 截 自 ,从 而 a U 5 是 a U < 的 真 截 段 ,所 以 ,有 


ord(a U 5) < ord(a U 0), 
由 序数 加 法 的 定义 ,此 即 
a+b<a+e. 
应 当 注 意 的 是 ,由 于 序数 加 法 的 交换 律 不 一 定 成 立 , 所 以 
b<c=bia<ceta 

不 一 定 成 立 . 

例 3 对 序数 a,b,cya 关 0 Ab< 过 cab < aOe. 
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证 明 : 由 于 序数 都 是 良 序 集 , 所 以 ,如 果 设 656< c 成 立 , 那 么 6 
必定 是 < 的 真 截 段 ,又 因 a 关 0, 所 以 <X2 至 aXc' 下面, 我们 只 
需要 证 明 前 者 是 后 者 的 截 段 (从 而 是 后 者 的 真 截 段 ) 就 可 以 了 . 

事实 上 ,对 任意 的 (z,y) € aXb 和 任意 的 (zy) Eaxc, 若 
(zy ) < (zy) ,那么 ,或 者 由 y < y, 则 由 y & 5, 推 出 y Eb， 
从 而 (x ,y ) E a X5b; 或 者 由 y = y 并 且 x 过 x, 则 由 x € a, 推 
出 x E a, 从 而 也 有 (x ,y) E a X56. 可见 ,a Xb 是 a Xc 的 真 截 
段 , 由 序数 之 间 的 关系 ,必然 有 ord(a X5) 二 ord(a X c) ,由 定义 ， 
即 有 a@6 < ccG@rc. 

例 3 中 的 公式 与 例 2 中 的 公式 类 似 ( 由 于 序数 乘法 的 交换 律 
不 成 立 , 所 以 , 当 a 关 0 人 5 二 c 为 真 时 ,不 一 定 推 得 出 ba 过 rcOa 
为 真 . 

以 上 三 例 中 的 公式 ,不 但 对 有 限 序数 的 顺序 、 计 算 等 的 理解 和 
操作 具有 实践 意义 ,对 较为 抽象 的 超 限 序数 来 说 ,也 同样 如 此 . 例 
如 ,在 第 二 节 的 讨论 中 ,我 们 曾 在 自然 数 1,2,3,…,n,… 后 面 给 出 
过 像 w,w 十 1,w 十 2 等 这 样 的 超 限 序数 . 现在 ,我 们 可 把 这 一 工作 
非常 自然 的 做 下 去 ,有 

1,2,3，71 四 十 lo 十 2 

wo@2,oG2 十 1,w@O2 十 2 ， 

wOw ww lL,wOwt 2,.", 

wOwOw wwOw lw OwOw+ 2 
显然 ,只 要 以 序数 原本 的 序 这 样 列 下 去 ,可 以 是 无 限 的 ,不 过 只 要 
以 序数 原本 的 序 这 样 列 下 去 , 即 变 化 只 是 在 w 同 自然 数 之 间 进 行 
有 限 次 的 加 法 和 乘法 ,那么 得 到 的 序数 都 一 定 是 可 数 的 . 

在 可 数 序数 的 基础 上 ,我们 也 可 以 得 到 不 可 数 的 序数 . 例如 ， 
对 数学 中 的 开 区 间 (0,1) ,我 们 以 它 为 一 集合 ,并 按照 良 序 化 原理 
赋予 它 以 良 序 ,那么 就 可 以 得 到 一 个 良 序 集 ,由 计数 原理 , 必 有 了 唯 
一 的 一 个 序数 与 之 对 应 ,那么 ,与 之 对 应 的 这 个 序数 就 是 不 可 数 
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的 . 设 a 是 一 个 不 可 数 序数 , 令 42 上 15 是 不 可 数 序数 并 且 b 委 a) 为 
一 序数 的 集合 ,由 第 二 节 所 证 ,这 个 非 空 集合 必定 是 良 序 集 , 故 可 
设 w 是 它 的 最 小 元 . 这 就 等 于 说 wi 不 可 数 , 而 比 它 小 的 任何 序数 
都 是 可 数 的 .于 是 ,我 们 在 一 切 可 数 的 序数 之 后 的 那个 最 小 的 不 
可 数 序 数 w 之 后 又 可 继续 地 列 下 去 ,有 
wiswi 十 1， wi 二 2 ww Ow 0 Ow 1, 

其 结果 ,是 我 们 可 以 得 到 许多 与 wi 等 势 的 序数 . 而 对 于 w ,存在 
集合 如 纪 (ow ) ,使 得 w 受制 于 该 集合 ,从 而 又 存在 序数 ,使 w 严格 
受制 于 这 个 序数 . 于 是 ,我 们 又 可 设 ws 是 这 些 序数 中 的 最 小 的 一 
个 ,用 上 述 构 造 的 方法 ,我 们 又 可 以 得 到 一 段 与 wz 等 势 的 序数 ,以 
此 类 推 ,我 们 可 以 得 到 关于 “序数 长 河 ” 的 较为 具体 的 印象 . 
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第 七 节 基数 


从 集合 的 角度 来 说 ,基数 指 的 是 衡量 集合 元 素 多 少 的 标准 , 正 
如 本 章 开篇 时 所 说 到 的 自然 数 的 第 一 个 作用 一 样 ,在 这 样 的 理解 
下 ,基数 的 问题 实际 上 我 们 早 就 已 经 接触 到 了 . 例如 ,说 两 个 集合 
等 势 可 被 看 成 它们 具有 “同样 多 ”的 元 素 , 这 里 的 “同样 多 ”的 衡量 标 
准 就 是 基数 ;又 如 ,说 一 个 集合 受制 于 另 一 个 集合 ,实际 上 是 断定 前 
者 的 元 素 是 “ 少 于 ”后 者 的 元 素 的 ,这 里 的 衡量 标准 还 是 基数 . 

基数 作为 衡量 集合 元 素 多 少 的 标准 ,有 多 种 不 同 的 说 法 . 例 
如 ,有 人 认为 : 当 且 仅 当 两 集合 等 势 时 , 称 它们 有 相同 的 势 , 而 势 也 
叫做 基数 . 但 在 这 样 的 提 法 中 ,人 们 没有 进一步 说 明 “ 势 ”本 身 又 
是 什么 ; 另 一 种 提 法 是 :与 集合 4 等 势 的 一 切 集合 的 共同 性 质 叫做 
A 基数 . 而 在 这 样 的 提 法 中 “共同 性 质 ” 过 于 含混 . 在 集合 理论 
中 ,唯一 的 研究 对 象 就 是 集合 “共同 性 质 ” 是 一 个 什么 样 的 集合 ， 
显然 是 难于 说 清楚 的 ; 同 第 二 种 提 法 相关 的 一 种 说 法 是 :与 A 等 势 
的 一 切 集合 组 成 的 集合 {A} 叫做 A 的 基数 . 但 在 这 种 说 法 中 , 当 有 AA 
不 是 空 集 时 ,就 可 能 导致 集合 悖 论 . 例如 , 若 我 们 承认 这 种 说 法 ， 
则 与 A 关 名 等 势 的 一 切 集合 可 以 构成 集合 {A} ,现在 集合 A 中 任 
取 元 素 a, 那 么 对 于 任意 的 集合 5, 我 们 如 下 构造 集合 
_ 14 bEA, 
lA~{a dU{b) be¢A; 
显然 ,B, <: A, 所 以 ,B, € {A). 再 取 {A) 为 包容 集 , 由 子 集 公 理 ， 
所 有 的 集合 B, 可 以 构成 一 个 集合 , 设 为 M, 由 并 集 公理 , 当然 
U (M) 就 应 当 是 一 个 集合 ,于 是 ,我 们 看 到 ,集合 U (MD) 能 够 包 
含 任意 的 集合 5, 这 显然 是 不 可 能 的 . 因此 ,第 三 种 基数 的 说 法 是 
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不 能 成 立 的 . 下 面 ,我 们 在 序数 定义 的 基础 上 来 定义 基数 . 

在 上 节 的 论述 中 ,我 们 曾 依 次 列 出 过 一 系列 的 序数 . 其 中 ,w 是 
最 小 的 超 限 序数 ,w 是 最 小 的 不 可 数 序数 ,ww 则 是 使 w 严格 受制 的 
那些 不 可 数 序 数 中 的 最 小 的 序数 等 .在 序数 的 长 河 里 ,每 个 有 限 序 
数 即 自然 数 都 只 与 自己 等 势 ;w 则 与 在 其 后 且 在 mw 之 前 的 一 切 序数 
等 势 , 而 同样 的 w 则 与 在 其 后 且 在 w 之 前 的 一 切 序 数 等 势 ,以 此 类 
推 . 这 样 ,不 妨 把 依次 排列 的 序数 划分 成 无 限 多 个 “等 势 段 ”: 


0123 4 生 
上 L > 


ort ot2 ol ai+l oz + 
% 的 等 势 段 wo 的 等 势 段 名 的 等 势 段 … 
在 图 中 ,每 个 自然 数 自己 组 成 一 个 等 势 段 ;从 w 开始 的 序数 的 等 势 
段 如 图 所 示 . 这 样 , 任 何 一 个 无 序 集 A 一 旦 按 良 序 化 原理 良 序 化 
以 后 ,由 计数 原理 它 就 有 了 一 个 序数 ,而 这 个 序数 总 是 要 出 现在 某 
一 个 “等 势 段 ”中 的 ,这 样 ,A 就 与 这 个 段 中 的 每 一 个 序数 等 势 . 现 
在 看 来 ,从 每 个 “等 势 段 ”中 选 出 一 个 代表 用 以 作为 衡量 集合 元 素 
多 少 的 标准 就 是 再 自然 不 过 的 事情 了 . 对 于 有 限 序数 即 自 然 数 ， 
由 于 它们 都 只 与 自己 等 势 ,当然 无 所 选 ;而 对 超 限 序数 来 说 ,选取 
与 其 等 势 段 中 最 小 的 那个 序数 当然 也 是 最 为 方便 不 过 的 事情 了 . 
下 面 ,就 是 我 们 关于 基数 的 定义 : 
定义 ”把 序数 e 称 为 一 个 基数 , 当 且 仅 当 对 于 任意 的 序数 9， 
都 有 
a ba 人 tb. 
按照 上 述 定义 ,对 每 个 自然 数 ,这 是 显然 的 . 而 超 限 序数 w， 
wi ,ws 等 是 基数 ,由 定义 也 不 难 验 证 . 以 后 ,我 们 把 无 穷 的 基数 称 
为 超 限 基数 ,例如 w 就 是 超 限 基数 . 超 限 基数 都 是 在 超 限 序数 的 
基础 上 定义 的 ,由 于 超 限 序数 都 是 极限 序数 ,因此 ,我 们 可 以 证 明 ， 
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凡 超 限 基数 必定 是 极限 序数 . 这 是 因为 ,假定 a 是 超 限 基数 ,如 果 
存在 序数 5, 使 得 a = 6b! ,那么 6 一 定 是 无 穷 集 . 由 超 限 序数 集 之 间 
的 等 势 , 不 难 构造 由 到 5b 上 的 双 射 ,使 得 太 心 b. 于 是 有 a 人 5 并 
且 5 < a, 这 显然 是 与 基数 的 定义 矛盾 的 . 

按照 上 述 基 数 的 定义 方式 ,可 以 把 基数 作为 序数 的 特殊 情况 . 
由 于 基数 是 用 以 衡量 集合 元 素 的 多 少 的 标准 ,因此 ,我们 可 以 不 再 
考虑 它们 各 自 的 内 部 顺序 了 . 然而 , 另 一 方面 ,既然 基数 是 衡量 集 
合 元 素 的 多 少 的 标准 ,我 们 就 必须 考虑 基数 之 间 的 大 小 顺序 . 考 
虑 到 基数 定义 的 理论 来 源 ,我们 以 序数 之 间 的 顺序 来 规定 基数 之 
间 的 顺序 , 即 对 任意 的 基数 a 和 0, 都 有 :a < bra € 5 或 者 a 一 
bra 皇 b. 并 且 , 同 序数 的 情形 一 样 ,a 委 oz 三 0. 

今后 ,对 于 自然 数 ,无 论 是 作为 基数 还 是 序数 ,我 们 都 不 加 区 
别 地 采用 同样 的 符号 ,如 0,1,2,3,…,n 等 . 对 于 w, 为 了 区 别 于 作 
为 序数 的 w, 我 们 以 个。 来 记 作 为 基数 的 w. 类 似 地 ,分 别 以 兴 ,， 
:来 记 作 为 基数 的 超 限 序 数 wi ,wz 等 . 
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第 八 节 无 序 集 的 基数 


由 上 述 定义 来 看 ,基数 是 用 以 衡量 集合 元 素 多 少 的 标准 的 . 
确切 地 说 ,对 于 任 一 集合 ,是 否 就 一 定 存 在 某 个 唯一 的 基数 与 之 等 
势 ?下面 , 我 们 就 来 回答 这 个 问题 . 


一 .集合 的 基数 存在 原理 


在 上 一 节 , 我 们 曾 一 般 地 证 明 过 ,与 一 个 非 空 集合 等 势 的 一 切 
集合 不 能 组 成 集合 ,但 我 们 有 下 面 的 定理 ; 

定理 ”与 给 定 集合 等 势 的 所 有 序数 构成 一 个 集合 . 

证 明 :我 们 先 说 明 与 A 等 势 的 一 切 序数 5 都 小 于 某 个 确定 的 
序数 , 看 A 的 罕 集 6;(A), 由 良 序 化 原理 ,使 得 (A) 良 序 化 肯定 是 
存在 的 . 再 由 计数 原理 , 设 $ 是 刀 (A) 所 对 应 的 序数 , 则 对 任 一 序 
数 5 6, 都 有 5 过 5. 这 是 因为 , 若 存在 序数 如 宇 A, 并 且 3 委 加 ， 
则 由 纪 (4) 之 6 Cb < A 必然 可 推出 (A)4A, 这 就 同 在 集合 的 
受制 理论 中 所 证 明 的 、 任 何 集合 的 宕 集 都 不 可 能 受制 于 该 集合 相 
矛盾 . 所 以 ,满足 上 述 条 件 的 序数 5 二 6, 即 bE€ 6. 现在 就 取 6 作 为 
包容 集 , 那 么 ,由 子 集 公理 可 知 ,一 切 与 A 等 势 的 序数 b 必定 能 构 
成 一 个 集合 . 

集合 基数 存在 定理 。 对 于 任意 给 定 的 集合 4 ,存在 唯一 基数 
a, 使 得 a A. 

证 明 :我 们 用 M 表示 上 面 已 证 定理 中 所 存在 的 那个 集合 , 即 

M= {5 1 5 是 序数 并 且 5 ~ A). 
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由 本 章 第 二 节 已 证 ,序数 构成 的 集合 都 是 非 空 的 良 序 集 , 所 以 ,M 
天 他 且 有 良 序 . 现在 设 < 是 M 的 最 小 元 ,不 难 验证 , 当 A 是 有 限 
集 时 ,那么 存在 唯一 自然 数 n A, 此 时 a = n; 当 A 是 无 限 集 时 ， 
那么 与 A 等 势 的 序数 构成 某 个 “等 势 段 ”, 而 a 就 是 该 等 势 段 的 第 
一 个 即 最 小 元 素 . 

以 后 ,我 们 把 与 集合 A 等 势 的 唯一 基数 a 称 为 A 的 基数 , 记 为 

a = car(A). 

car(A) 就 是 与 A 等 势 的 所 有 序数 中 的 最 小 的 一 个 . 由 上 述 证 

明 , 当 A 是 有 限 集 时 ,有 
car(A) = N(A). 


二 .基数 的 性 质 
由 基数 的 定义 和 基数 对 集合 元 素 的 衡量 功能 ,我 们 不 难得 到 
基数 下 述 的 一 般 性 质 ， 
对 于 给 定 的 自然 数 *， 
N(n) = nn, 
而 对 于 基数 a, 我 们 同样 有 
car(a) = a. 


这 由 上 一 节 所 给 出 的 有 限 基数 和 超 限 基数 的 定义 而 不 难 证 明 . 

对 于 给 定 的 自然 数 m,n, 我 们 已 证 明 m sx 和 二 n, 对 于 基 
数 a,5, 我 们 也 同样 有 

a ba = b. 

这 是 因为 , 蔡 a 之 5, 则 可 知 a = car(6b), 但 有 car(6) = 56, 所 以 , 必 
定 有 a = 6. 

对 于 给 定 的 基数 a,6, 都 有 a < bmra 二 5b. 这 是 因为 , 若 设 a << 
0 那么 ,如 果 有 85 委 <, 则 Sa. 由 受制 的 定义 ,就 有 4654 4, 这 显然 
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与 假设 矛盾 . 而 另 一 方面 ,车 设 a 5, 则 a 禾 5, 于 是 有 a<4BAa 
了 b, 这 表明 ,a 受制 于 但 又 不 等 势 于 6b, 所 以 ,a < 六 

定理 car(A) = car(B)eA zB. 

证 明 :car(A) = car(B) 一 A 过 B 是 显然 的 ,我 们 只 需 证 明 A 
x Bcar(A) = car(B). 

若 假 设 A 二 B, 那 么 ,有 car(A) scar(B). 由 上 述 已 证 ,就 有 
car(A) = car(B). 

本 定理 证 实 了 我 们 在 上 一 节 开 始 时 所 设想 的 : 当 且 仅 当 两 集 
合 等 势 时 ,它们 就 有 相同 的 基数 . 作为 定理 的 推论 ,我 们 有 : 

推论 “无 穷 可 数 集 都 具有 基数 兴 。， 

推论 的 真实 性 由 无 穷 可 数 集 的 定义 和 基数 内。 的 定义 是 显然 
的 . 

在 集合 的 等 势 讨 论 中 ,我 们 把 两 集合 A 与 B 等 势 直观 地 解释 
为 它们 拥有 “同样 多 ”的 元 素 . 现在 引入 基数 的 概念 后 ,问题 就 变 
得 明朗 具体 化 了 : 即 它们 的 元 素 “ 同 样 多 ”就 是 它们 具有 相同 的 基 
数 . 而 在 集合 受制 的 讨论 中 ,我 们 把 集合 A 受制 于 (严格 受制 于 ) 
集合 BB 直观 地 设想 为 A 的 元 素 “ 不 多 于 ”(“ 少 于 ”) 集 合 B 的 元 素 . 
那么 ,以 下 的 命题 会 告诉 我 们 , A 受制 于 (严格 受制 于 ) 集合 B, 就 
是 A 的 基数 不 大 于 (小 于 )B 的 基数 . 

定理 。 对 任意 的 集合 A 与 B, 都 有 

1.car(A) < car(B)oeA < B; 

2.car(A) 和 car(B)e>A4dB. 

证 明 :1. 因为 car(A) s A,car(B) 之 B, 所 以 ,car(A) 到 
car(B)*>A < B. 但 在 上 述 证 明 中 ， 已 证 car(A) 所 
car(B)*>car(A) < car(B), 所 以 ， 

car(A) car(B)eA<B. 
2. 我 们 已 证 ,车 a,6b 是 基数 , 则 有 a s 6 一 a = 5; 现 又 证 明了 
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car(A) < car(B) 一 A < B, 把 这 两 者 结合 起 来 ,就 有 
car(A) 过 car(B)e>AdB. 

我 们 把 实数 区 间 (0,1) 叫做 连续 统 , 用 c 记 连续 统 的 基数 . 凡 
与 连续 统 等 势 的 集合 ,例如 实数 集 R,R 的 任何 一 个 非 退 化 区 间 等 
都 具有 基数 c. [0,1) 是 这 样 的 一 个 区 间 ,所 以 [0,1) 的 基数 就 是 <. 
由 于 w 严格 受制 于 [0,1), 所 以 ,由 上 述 定 理 , 有 

Wo < <. 

而 对 于 任意 集合 4 ,我 们 证 明 过 A < 纪 (4A) ,因此 ,也 有 

car(A) < car( 好 (A) ). 

当然 ,在 上 述 对 定理 的 运用 中 也 再 次 表明 ， 兴 。 为 什么 被 我 们 
定义 为 最 小 的 超 限 基数 . 

在 讨论 集合 等 势 和 受制 时 , 我 们 曾 从 函数 的 角度 证 明 过 
Schroder 一 Bernstein 定 理 ,当时 的 证 明 过 程 不 能 不 说 是 较 复 杂 的 . 
下 面 ,作为 上 述 连续 证 明 的 两 个 定理 的 应 用 ,我 们 再 来 证 明 这 个 定 
理 . 设 A4dB 并 且 B4A, 则 有 car(A) 和 car(B), 并 且 car(B) 过 
car(A), 由 上 述 证 明 , 就 有 car(A) = car(B) ,所 以 ,4 B. 

应 该 指出 的 是 ,我 们 紧 接 着 上 述 几 个 定理 来 证 明 Schr6der 一 
Bernstein 定理 ,是 希望 读者 明白 ,这 里 的 证 明 同 我 们 在 讨论 集合 
等 势 和 受制 时 的 证 明 的 出 发 点 是 不 同 的 . 在 这 里 的 证 明 , 我 们 依 
赖 的 是 以 选择 公理 推出 良 序 化 原理 ,以 替换 公理 推出 计数 原理 ,从 
而 确定 每 个 集合 都 有 唯一 的 基数 ,并 由 此 得 到 一 系列 结论 ;而 在 最 
早 的 证 明 中 是 没有 依赖 这 两 条 公理 的 ,因此 可 以 说 ,Schr?der 一 
Bernstein 定理 是 独立 于 选择 公理 和 替换 公理 的 . 

最 后 ,我 们 给 出 基数 相应 于 序数 的 两 个 性 质 : 

定理 “对 于 任意 的 由 基数 组 成 的 集合 4 ,存在 基数 4 ,使 得 4 
为 A 的 上 界 . 

证 明 : 由 基数 的 定义 和 任意 序数 构成 的 集合 都 有 上 界 ,必定 存 
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在 序数 j, 使 得 j 是 A 的 上 界 . 这 表明 ,对 于 每 个 基数 a E 4,a 和 
j, 也 就 是 a 己 7. 于 是 由 以 上 所 证 ,a 委 car(j). 所 以 ,我 们 不 妨 就 
取 d = car()) ,定理 成 立 . 

定理 。 不 存在 一 切 基数 的 集合 . 

证 明 :我 们 使 用 反 证 法 : 若 A 就 是 由 所 有 的 基数 构成 的 集合 ， 
由 上 证 ,A 有 上 界 , 设 为 j. 现在 我 们 又 设 p = car( 络 (7)) ,那么 ,i 
” p. 于 是 ,基数 pp 就 大 于 A 中 的 任 一 基数 ,必然 有 pF A, 这 当然 
与 假设 是 矛盾 的 , 故 不 存在 一 切 基 数 的 集合 . 
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第 九 节 ”基数 的 和 、 积 、 寡 


基数 是 序数 的 特殊 情况 ,在 序数 的 长 河 里 ,由 定义 能 够 成 为 基 
数 的 序数 被 分 为 两 类 .一 类 是 自然 数 如 0,1,2,… ,n,n' 等 ;而 另 一 
类 则 是 所 谓 的 每 一 个 “等 势 段 ”中 的 那个 最 小 元 ,如 w,w ,ws 等 . 
那些 由 第 一 类 的 序数 即 自 然 数 定义 的 基数 ,是 有 限 基数 ;而 那些 由 
第 二 类 序数 定义 的 基数 ,是 超 限 基数 . 超 限 基数 同 有 限 基 数 的 一 
个 根本 的 差别 在 于 :有 限 基 数 变 大 的 节奏 同 自 然 数 变 大 的 节奏 是 
同步 的 ;但 超 限 基数 变 大 的 节奏 却 是 跳跃 的 . 例如 ,从 最 小 的 超 限 
基数 兴 。 一 w 到 下 一 个 最 小 不 可 数 的 超 限 基 数 兴 , = wi ,之 间 越 过 


了 o@ 二 lo 十 2po 台 2oG3poGOow ,wwOwOw,… ,其 间 有 多 


到 不 可 数 的 序数 . 要 想 达 到 再 下 一 个 基数 , 需 越过 更 多 、 多 到 不 可 
数 的 序数 . 在 第 七 节 , 我 们 规定 基数 之 间 沿 诸 序 数 之 间 的 顺序 ,是 
因为 考虑 到 ,无 论 超 限 基数 跨越 的 等 势 段 中 有 多 少 序数 ,从 规定 的 
顺序 上 看 ,在 前 的 总 是 在 前 , 而 在 后 的 也 总 是 在 后 . 同时 ,在 这 样 
的 规定 下 ,我们 可 以 推出 基数 之 间 的 “< ”关系 ,恰好 就 相当 于 集 
合 之 间 的 关系 ,而 这 正 是 我 们 在 理论 构建 中 所 希望 的 . 

由 于 基数 和 序数 的 以 上 区 别 , 所 以 不 能 简单 地 沿用 序数 的 加 
法 和 乘法 的 定义 了 . 因为 再 沿用 这 样 的 定义 , 求 得 两 基数 的 和 或 
积 肯 定 是 序数 ,但 却 不 一 定 再 是 基数 . 例如 , 兴 。= w 与 1 都 是 基 
数 ,但 按 序 数 加 法 的 定义 ,wo 十 1 = w’ 就 不 再 是 基数 了 .基数 的 概 
念 实际 上 借助 了 等 势 的 概念 ,因此 ,下 面 我 们 就 以 等 势 为 线索 来 定 
义 基数 的 加 法 和 乘法 . 
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一 .基数 的 加 法 


定理 车 A, 宅 As,B1 守 B,, 且 AiN 门 Bi = A B,= 8, 
则 A; U Bi 过 ~ A, UPB:. 

证 明 :我 们 只 需 能 找到 一 个 从 A U B 到 A, U B, 上 的 双 射 就 
可 以 了 . 事实 上 ,由 Al A; ,Bi ~ B;, 则 存在 f 是 从 A 到 A 上 
的 双 射 ,g 是 从 Bi 到 B, 上 的 双 射 ,那么 ,f U g 就 是 我 们 所 需要 的 
双 射 , 

定义 ” 设 a 光 是 基数 ,并 且 集合 4,B 满 足 条 件 : 

car(A) = a;ycar(B) = b;A (NB= 8, 
划 称 c= car(A UB) 为 4 与 b 的 和 , 记 为 
< 一 4 十 0 

由 上 面 所 证 定理 可 知 ,定义 中 的 基数 a,b 是 不 依赖 于 集合 A， 
B 的 选取 的 ,因此 a 十 6 同样 不 会 依赖 于 A 和 B. 事实 上 ,对 于 任何 
基数 a 和 6, 满足 定义 条 件 的 集合 总 是 会 存在 的 . 例如 ,对 于 给 定 
的 任意 基数 xc 和 2 ,我们 至 少 可 取 

A= {(z,0)| zx € 4a}, 
B= {(y,1) | y € ob} 
这 样 的 集合 来 作为 所 需 的 集合 . 应 当 注 意 的 是 ,在 定义 给 定 的 条 
件 下 ,总 有 
car(4 UU B) = car(tA) + car(B). 

基数 的 加 法 同 序数 的 加 法 是 有 区 别 的 ,尽管 我 们 是 用 同一 个 

符号 “十 ”来 表示 的 . 如 ,按照 序数 的 加 法 ,有 


w 十 1 = w'， 
但 按照 基数 的 加 法 , 则 只 能 有 
So 十 1 二 Wo. 


基数 的 加 法 有 下 述 的 运算 律 : 
，280 。 


1].C 十 0 一 4. 

在 基数 加 法 的 定义 中 ,只 需 令 = 0, 集 合 B= 多 就 可 以 了 . 

2. (a 十 b 十 c 一 4 十 (8 十 c)， 

因为 ,对 于 满足 基数 加 法 定义 的 任意 集合 4,B,C, 由 集合 的 
并 运算 律 都 有 : 

(AUB)UC=AU (BUO, 
所 以 有 
car((A U B) UC) = car(A U (BU 0O)), 
由 基数 加 法 定义 , 即 
(a 十 5) 十 c= 二 a 十 十). 

3.a 二 b= bia. 

因为 ,由 集合 并 的 交换 律 ,有 car(A U B) = car(B U A) ,再 由 
基数 加 法 的 定义 ,就 有 

4 十 2 一 0 十 a. 

自然 数 都 是 基数 . 自然 数 原来 加 法 的 递 推 定义 ,也 应 当 包含 
在 基数 加 法 的 定义 之 中 ,我 们 可 以 证 明 ,现在 定义 的 基数 加 法 是 满 
足 原 来 自然 数 加 法 的 递 推 定义 的 . 这 是 因为 ,对 于 自然 数 加 法 递 
推定 义 中 的 两 个 条 件 :1. mw 十 0 二 mn;2,m 十 n+ 二 (m 十 n)! 1 显然 
是 基数 加 法 运算 律 1 的 特殊 情况 . 而 对 于 2 ,我 们 先 证 明 在 基数 加 
法 中 ,对 任意 自然 数 ,都 有 于 =? 十 1. 事实 上 ,nr 二 nn 了 U {x) ,而 
按照 基数 加 法 定义 ,n 十 1 = car(n U B) ,其 中 ,与 2 不 相交 的 集合 
B 可 取 为 {1) ,显然 ,有 B= {1} 之 1 二 {0). 由 此 不 难得 到 六 sm 
， 了 UB, 由 基数 加 法 定义 , 即 有 w= 二 n 十 1. 再 应 用 上 述 基 数 加 法 运算 
律 2, 易 证 mr 十 nt 二 (m 十 n)+ 也 成 立 . 因此 ,对 于 特殊 的 基数 即 自 
然 数 来 说 , 基数 加 法 是 完全 满足 原来 自然 数 加 法 的 递 推定 义 的 . 

基数 在 进行 加 法 运算 时 ,有 下 述 的 基本 性 质 : 

1. 车 a,b,c 是 任意 的 基数 , 则 

a 奈 bra 二 cb+e. 
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我 们 只 需 令 集合 4,B,C 分 别 为 4 = {(x,0) | x € a},B= 
{Cy;0) | yE6},C= ((z,1) 1zEc, 则 显然 有 4 一 aBS6,C 
和 xc, 并 且 ,A NC= BN C= 2. 那么 , 按 题 意 , 如 果 a 世 5, 即 a 
所 0, 则 按 上 述 所 令 , 有 ACB, 所 以 AUCSEBUC, 由 基数 加 法 
定义 , 即 a 十 c 志 5 十 c. 应 当 注 意 的 是 ,由 于 这 里 的 加 法 运算 是 以 基 
数 为 对 象 的 ,所 以 在 性 质 1 中 ,即使 去 掉 题 设 中 含有 的 等 于 关系 ， 
也 不 能 因此 去 掉 结论 中 含有 的 相等 关系 . 这 是 因为 在 基数 中 毕竟 
存在 大 量 的 超 限 基数 ,它们 所 参与 的 加 法 同 非 超 限 基数 之 间 的 加 
法 是 有 区 别 的 . 

2. 兴 , 十 只。 一 六 . 

我 们 记 集 合 A={(x,0) |n€Ew},B=((n,1) jn€w}), 则 A 
和 BZ2w, 并 且 A 门 B= 名. 设 

2On ZX 二 (n,0) 时 ; 
2 (n+ 1) 并 一 (n,1) 时 ， 
则 f:A U B~o 必 定 是 双 射 ,由 基数 加 法 定义 ,时 十 兴 。 二 兴 。 成 
立 . 
3. 设 7 是 任 一 自然 数 , 则 
Non = So. 

在 基数 的 顺序 中 ,对 于 任意 自然 数 n 来 说 ,都 有 nn 过 汽 ,, 故 由 
上 述 性 质 1 和 人 性质 2 及 运算 律 3, 必 然 有 兴 , 十 2 委 十 光一 No 
但 nn 宇 0, 故 又 可 推出 兴 。 十 蒜 亏 党 。 于 是 只 能 有 上 述 的 结论 成 立 


f(z) = 


我 们 知道 , 兴 。 是 最 小 的 超 限 基数 ,而 超 限 基数 在 “跨越 性 ”上 
具有 类 似 的 属性 . 因此 ,作为 性 质 1 和 性 质 3 的 推广 ,我 们 有 : 设 n 
是 任意 自然 数 ,而 a 是 任 一 超 限 基数 , 则 

4 十 4 一 ai 
4 二 n= 4. 
前 者 的 证 明 需 引用 Zorn 引 理 , 后 者 的 证 明 类 似 于 3, 都留 给 读 
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者 作为 练习 . 

定理 。” 设 4 是 任意 超 限 基 数 , 基 数 b a, 则 有 

a+b=a. 

本 定理 又 称 为 是 基数 加 法 的 吸收 律 ,吸收 律 友 映 的 是 , 当 一 
个 超 限 基数 同 任何 一 个 不 超过 它 的 基数 相 加 时 ,加 上 的 基数 就 会 
被 原来 的 超 限 基数 所 吸收 ,使 得 相 加 的 结果 仍 是 原来 的 超 限 基数 
. 吸收 律 显然 是 对 上 述 性 质 1 和 人 性 质 3 的 进一步 概括 . 

证 明 : 由 上 述 性 质 ,a 十 6 之 a; 并 且 a 十 b 志 4a 十 a 一 0. 综合 两 
者 , 故 有 a 十 b = a. 

以 上 讨论 的 都 是 两 个 基数 的 加 法 运算 ,下 面 ,我们 用 定义 来 把 
上 述 讨 论 引 向 多 个 基数 的 和 的 情况 . 

定义 ”给 定 由 基数 组 成 的 族 (ai);ei( 其 中 标 集 可 以 是 任意 
的 集合 ). 令 族 (A,)ie 的 项 两 两 不 相交 , 并 对 每 个 i € 1, 都 有 
car(A;) = 二 a;, 则 称 c = car( 晶 Ai;) 为 诸 w 的 和 , 记 为 

c 一 2 

同 任意 两 基数 的 和 定义 一 样 ， 用 相同 的 构造 方法 足以 说 明定 

义 中 的 c 是 不 依赖 于 集 族 (A,)iey 的 . 当 工 一 2 时 ,我 们 有 
Da 一 ao 十 al 
i€E2 
这 就 是 我 们 前 面 所 说 的 两 个 基数 的 和 . 类 似 地 , 当 工 = 3 时 ,有 
之 4 一 一 ao 十 ai 十 az 
等 . 当 标 集 元 素 无 穷 时 ， ,如 以 实数 集 R 一 ,那么 ,车 每 个 a 二 1, 则 
此 时 有 
2 一 和 1- = car(R)= i. 

在 基数 的 和 的 定义 中 ， 由 于 集 族 的 并 是 满足 交换 律 和 结 
的 ,因此 , 同 两 个 基数 的 和 的 定义 一 样 ,基数 的 加 法 运算 都 是 满足 
交换 律 和 结合 律 的 . 
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二 .基数 的 乘法 运算 


在 讨论 集合 的 等 势 时 ,我 们 曾 证 明 过 ,对 于 任意 的 集合 4,B 
和 C,D, 如 果 A 人 GC 并 且 B 人 全 D, 屠 么 ,AXB 守 CXD. 下 面 , 我 
们 就 以 此 为 基础 来 定义 基数 的 乘法 运算 . 

定义 ” 设 a,6b 都 是 基数 ,并 且 集 合 A,B 满足 条 件 

car(A) = a,car(B) = b,， 
则 称 c = car(A Xx B) 为 a 与 5 的 积 , 记 为 
c = aOb. _ 

由 于 定义 中 的 积 ac@2 是 不 依赖 于 集合 A ,B 的 选取 的 ,所 以 ， 
特别 地 可 有 A = a,B = 0. 按照 定义 ,显然 有 

car(A Xx B) = car(A) car(B). 

和 基数 的 加 法 一 样 , 虽 然 基数 的 乘法 同 序数 的 乘法 使 用 的 是 
相同 的 算 子 “©”, 但 两 种 运算 事实 上 是 有 区 别 的 . 例如 ,在 序数 的 
乘法 中 ,2Ow 关 wo@O2 寺 w; 但 在 基数 的 乘法 中 却 有 党 ,@2 = 
2OX。 = Mo. 

基数 的 乘法 和 加 法 的 关系 ,同人 们 在 小 学 算术 中 得 到 的 认识 
是 一 致 的 . 如 3@O2 = 3 十 3; 而 2©3 二 2 十 2 十 2 等 . 一 般 的 ,例如 


设 a,u 都 是 基数 ,那么 ,u 个 基数 a 的 和 》 a 按 定义 有 
1€Eu 
Za 一 car( 晶 a), 


其 中 ,对 于 每 个 ia, = {(zx;i) | x € ay, 所 以 
Uai= {zDD |rzEaAi€Eu=aXu, 
现在 ,两 端 取 基数 ,就 有 
ya = aOu. 
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上 述 一 般 关 系 用 通俗 的 话 来 说 就 是 “x 个 a 的 和 就 等 于 a 乘 以 z 的 
积 ” 我 们 可 以 把 它 更 一 般 地 推广 为 ,对 于 任意 的 标 集 w， 
2 = aQOcar(u). 


不 难 验 证 ， 基数 的 乘法 满足 以 下 的 运算 律 ， 
1. a©0 = 0; 
2. aO1l = a; 
3, (a©Ob) Oc = a LO0o); 
4. aOb = bOa; 
5, a (4+) 一 ap 十 ac. 
从 定义 出 发 ,上 述 等 式 都 不 难 证 明 , 留 给 读者 作为 练习 .下 面 ， 
我 们 对 等 式 5 即 基数 乘法 分 配 律 作 一 般 地 推广 , 即 


a© Pb; = 2) (aeODD)， 
iEu i€Eu 
事实 上 , 取 (B,);e, ,使 得 对 于 每 个 i1E€ 2 都 有 car(B;) = b; ,并 
a©® D0; = car(a xU B.,) 
iEu iu 
不 难 验 证 
a xU b, =U (a X B.,), 
现在 两 边 取 基数 ,就 有 
a© 之 4 = 2 (0b). 
在 基数 乘法 中 ， 涉及 有 超 限 基数 时 有 以 下 的 性 质 ， 
1. WON, = No. 
这 是 因为 ,w X w = w. 我们 把 这 个 性 质 推广 到 一 般 的 超 限 基 
数 当 中 去 . 设 a 是 超 限 基数 ,那么 ， 
a@a = a. 
其 证 明 可 参考 超 限 基数 的 和 的 证 明 . 
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2 设 a,b,c 是 任意 基数 , 则 
a braOc < boc. 

本 证 明 类 似 于 基数 加 法 的 基本 性 质 1. 同样 需要 指出 的 是 ,在 
不 等 式 中 ,即使 c 关 0, 或 者 在 a 记 5 中 去 掉 等 号 ,但 在 a@c 寺 5bOc 
中 的 等 号 也 不 一 定 能 够 去 掉 . 例如 , 当 1 二 2 时 ,有 1G@ONo 一。 
= 2© Wo. 

3. 设 a 是 超 限 基 数 ,并 且 有 1 夺 5 志 a, 则 

ao20 一 4， 

我 们 把 性 质 3 称 为 吸收 律 ,其 意 为 ,不 大 于 超 限 基数 a 的 任意 
非 0 基数 与 a 相 乘 时 ,都 会 被 超 限 基数 a 所 吸收 ,因此 其 积 就 只 能 
是 a. 我 们 只 需要 把 上 面 的 性 质 1 和 性 质 2 结合 起 来 就 可 以 了 . 

吸收 律 还 可 以 表述 为 : 若 基数 e,0 都 非 0 并 且 至 少 有 一 个 超 限 
时 ,那么 ,ac@O2 之 积 就 等 于 其 中 最 大 的 那 一 个 . 这 个 结论 同 在 讨论 
集合 的 受制 和 等 势 时 所 得 到 的 结论 “ 任 一 无 穷 集 A 与 任何 受制 于 
它 的 非 空 集合 B 的 笛 卡 尔 积 A XB 和 BX A 都 是 等 势 的 ”是 一 致 
的 . 

下 面 ,我 们 把 以 上 的 两 个 基数 的 乘积 理论 推广 到 任意 多 个 有 
限 的 基数 之 积 的 情况 上 去 . 

定义 ” 设 给 定 基数 族 (a;);ej ,并 且 对 每 个 i€ 71,A; < aj. 称 
c= car(X 和 ) 为 诸 a; 的 积 , 记 为 


C 一 了 
和 两 个 基数 的 积 一 样 , 其 中 的 上 。, 不 会 依赖 于 族 (4,)ier 的 
iE 工 


选取 , 由 第 卡尔 积 的 性 质 出 发 ,可 以 证 明和 两 个 基数 的 积 一 样 ,有 
限 "( 3) 个 基数 的 乘法 运算 依然 是 满足 交换 律 和 结合 律 的 . 
基数 的 运算 在 讨论 集合 的 许多 问题 时 ,常常 可 以 因为 能 够 把 
集合 之 间 的 问题 转化 为 基数 之 间 的 “二” 或 者 “<” 的 问题 ,从 而 使 
问题 得 到 简单 的 解决 ,因此 是 集合 理论 分 析 中 的 一 种 重要 的 工具 . 
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三 .基数 的 者 


在 函数 集 的 讨论 中 ,我 们 曾经 给 出 过 证 明 ,对 于 给 定 的 集合 和 
和 Y 了 ,从 鲜 到 Y 内 的 一 切 映射 形成 一 个 集合 , 记 为 YY. 对 于 集合 
Y* ,我 们 先 证 明 以 下 的 几 个 性 质 . 

性 质 定理 1 对 给 定 集合 Al,A: ,Bi ,B: , 若 As 4 ,Bi 之 
B;, 则 

Ap a 48 

证 明 :我 们 只 需要 构造 一 个 从 映射 的 集合 AP 到 另 一 个 映射 
的 集合 A 上 的 双 射 就 可 以 了 . 由 已 知 条 件 A, 2 A, ,Bi s Bi ,我 
们 可 设 了 是 从 A, 到 A, 上 的 双 射 ,g 则 是 B, 到 B: 上 的 双 射 . 现在 
我 们 定义 五 :4 一 42 如 下 :对 于 从 Bi 到 A 内 的 任意 映射 j, 令 
HO) 一 太 7 8 .由 已 知 和 上 映射 的 复合 ,定义 等 式 右边 的 对 应 关 
系 如 下 图 : 


了 


我 们 借助 上 图 的 直观 和 已 知 条 件 ,首先 证 明 五 必定 是 单 射 . 这 是 
因为 ,假设 ) 和 都 是 从 Bi 到 A, 内 的 不 同 映射 , 即 车 7 关 , 则 存 
在 某 个 z € Bi ,使 得 j(x) 关 有 (zx). 于 是 就 有 
HO)(g(z) = (fo jg ) (g(r) = fo jx) = fO(7)); 
HOR) (g(x)) = (fk. g (g(r)) = f+ kr) = fk(7)), 
由 于 了 是 单 射 , 所 以 必定 有 fCCr)) 天 f(k(x)), 这 表明 映射 
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有 H(Qj) 与 H(k) 在 g(x) € B, 时 的 值 是 不 相同 的 ,因此 有 HG) 关 
昌 (&), 由 j,k 的 任意 性 ,可 见 厅 只 能 是 单 射 . 
其 次 我 们 证 明 玉 一 定 是 从 Af 到 A 名 上 的 满 射 . 事实 上 , 记 
从 B; 到 A, 上 的 任 一 映射 为 ,构造 映射 j 二 广 :4&。g, 从 上 面 的 
图 示 中 不 难看 出 ,7 必定 是 从 B1 到 4, 内 的 映射 . 于 是 我 们 有 ， 
HO)=f.(f lh.g).g!=k, 
由 &E A 的 任意 性 ,可 见 日 必然 是 由 Afh 到 A 上 的 满 射 . 综 
上 所 证 ,性 质 定理 1 成 立 . 
性 质 定理 2 ”对 任意 集合 4A,B,C, 若 BPmC= 名 , 则 
AsuC 2 A8 X Ac. 
证 明 : 设 /是 从 B UC 到 A 内 的 任 一 映射 ,g,h 分 别 是 B 到 A 
内 .C 到 A 内 的 任意 映射 ,那么 ,显然 有 (g,h) E A X 45. 现在 如 
下 定义 五 ;,A58U5C 一 AB XA°, 令 
H(f) = (f|B,f|O), 
那么 ,显然 对 任 一 映射 了 来 说 ,五 都 只 能 是 单 叶 的 . 另外 ,对 于 任 
意 的 (g,h) € A x A 来 说 ,因为 dom(g) = B,dom(h) 一 C, 并 且 
B 门 C = 名, 故 使 得 对 任 一 了 f€ A ,必定 都 有 H(f) = (g,h)， 
可 见 , 互 也 必定 是 从 Aauc 到 A x 45 上 的 满 射 , 故 性 质 定理 2 成 
了 
性 质 定理 3 对 任意 的 集合 A,B,C, 都 有 
(4AXB)c AcX Bc. 
证 明 ; 令 ff 是 从 C 到 A xB 的 任 一 映射 . 定义 H: (A x 
B)“ 一 A X Br 如 下 :对 于 任意 f € (A X B)“, 都 有 
HCOf) = (f(A),f(B)), 
不 难 验 证 , 瑟 必 定 是 从 (AXB)' 到 A x 8B" 的 单 射 和 满 射 , 故 性 质 
定理 3 成 立 . 
性 质 定理 4 ”对 任意 的 集合 4,B,C, 都 有 
(AB)° 2 ABxC， 
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证 明 : 令 了 是 从 C 到 A 内 的 任 一 映射 , 即 对 于 任 一 wu € C, 都 
有 f(w) 是 从 B 到 A 内 的 映射 . 定义 电 :(A”)“ 一 A 如 下 :对 于 
任意 f E (A”)“, 都 有 

H(f)(v,u) = flu) (wv). 

上 面 等 式 的 含义 是 ,HH(f) 在 (wz) 的 值 ,就 等 于 映射 f(w) 在 vv 的 
值 . 在 此 定义 下 ,五 首先 必然 是 单 射 . 这 是 因为 ,假设 f,g 都 是 从 
C 到 A 内 的 任意 映射 ,并 且 f 隆 8, 那 么 ,存在 w€ C, 使 得 f(u) 关 
g(u) ,当然 也 就 存在 v € B, 使 得 f(u)(v) 关 g(u)(v). 于 是 有 

H(A (vu) = fu)(v) A gw) = Hl(g) (vu), 
此 即 

H(f) A Hl(g). 
因此 , 互 是 单 叶 的 ;其 次 ,如 上 定义 的 互 必 定 是 从 (4 六 到 A 汪 上 
的 满 射 . 这 是 因为 ,对 于 任意 的 &E A ,不 妨 取 AE (42)7 如下: 
对 于 任意 的 € c 和 任意 的 vE B, 取 f(w)(v) = k(v,u). 那么 ， 
对 于 任意 的 (v,u) € BX C, 必 定 都 有 
HOf (vu) = fu) (vv) = klv,u), 

所 以 ,就 有 五 (六 = 有, 因此 日 必定 是 满 射 . 综 上 所 述 ,性 质 定理 4 
成 立 . 

定义 ” 设 a,8 是 基数 , 且 集 合 A,B 满足 条 件 

car(A) = a,car(B) = fp, 
称 基数 p = car(A”) 为 a 的 8 次 究 , 记 为 
了 p= af. 

在 基数 备 的 讨论 中 ,为 了 把 定义 中 的 a 的 8 次 顺 即 as 同 集合 2 
到 集合 a 内 的 所 有 映射 即 a* 加 以 区 别 , 在 以 下 的 论述 中 ,我 们 特别 
地 用 希腊 字母 a,8,7,... 和 大 写 的 希 伯 来 字母 只 , 兴 。 等 来 记 基 
数 ,o,avu: 等 来 记 基数 的 寡 , 这 样 的 规定 ,使 得 以 下 讨论 的 内 容 
不 至 于 同 前 面 讨论 的 集合 相关 内 容 发 生 记 法 上 的 冲突 . 

由 性 质 定理 1 可知, 定义 中 的 af 对 相应 于 a 和 8 的 集合 来 说 ， 
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是 具有 一 般 性 而 不 至 于 必定 要 依赖 于 集合 A,B 的 选取 的 . 因为 按 
照 定 义 , 我 们 有 
(car(A))™*® = car(A2). 
基数 的 客运 算 与 自然 数 的 乘 方 运算 有 何 关 系 ? 对 于 自然 数 来 
说 , 罕 运 算 就 是 求 相同 乘 项 的 积 ,例如 ,5* = 二 5X5X5x5. 对 于 有 
限 的 基数 来 说 ,情况 也 是 一 样 的 . 例如 , 设 a,8 是 有 限 的 基数 ,其 积 
lle 二 car(X a) 


其 中 ， ll We ,而 特别 地 有 = a. 由 于 Xa=1{ (xi)ieg | A 


E a) 恰好 是 集合 8 到 集合 a 内 的 一 加 里 射 ( 旗 )C ) 的 集合 , 因 
此 按照 定义 , 它 的 基数 就 是 af ,于 是 我 们 得 到 
Tla 一 a8， 
ey 

它 表明 ,8 个 a 的 连 乘 之 积 就 等 于 as. 

基数 的 究 运 算 有 下 述 的 指数 法 则 : 
l. a = a Oa 
2. (a = a OF. 
3. (as)7 = ap 
4 一 1. 
5. 当 a 关 0 时 ,有 0 二 0. 
这 些 运算 律 同 自 然 数 考 的 运算 律 没有 什么 不 相同 ,由 基数 窟 的 定 
义 和 定 义 前 的 性 质 定 理 证 明 , 这 些 运 算 律 都 是 不 难 证 明 的 , 留 给 读 
者 作为 练习 . 

性 质 定理 5 对 任意 的 基数 ,8,7, 都 有 

1. a<prar <p. 

2. a BY EY. 

证 明 : 由 题 设 , 令 car(A) = a,car(B) = B,car(C) = 7 并 且 
AdB. 显然 ,由 AdB, 可 假定 ACB, 那 么 ,由 此 假定 不 难 验证 A 
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BC4S Ca 都 成 立 , 再 由 基数 客 的 定义 ,1 式 和 2 式 都 成 立 . 

例如 ,由 于 任 一 集合 A 的 朝 集 纪 (A) 都 是 同 A 上 的 一 切 特 征 
函数 集 等 势 的 ,因此 有 多 (A) 4424 并 且 2*4 多 (A), 即 (A) 委 2 
并 且 24 放 (A), 于 是 由 上 述 性 质 不 难 推出 ; 若 令 car(4) = a, 则 
car( 和 (A)) 二 car(24) 二 2, 当 A 是 有 限 集 时 , 若 NCA) = 二 =n, 那 
么 ,N(CJ(4A)) 一 2". 又 如 ,我 们 已 知 (0,1) s2", 若 令 (0,1) 的 基数 
为 c, 那 么 ,由 上 述 性 质 就 有 c 一 多 一 20 一 2 

性 质 5 公式 中 后 件 中 的 等 于 关系 也 随 前 件 中 的 等 于 关系 的 消 
失 而 消失 . 如 我 们 知道 4A<24, 令 car(A) = ,那么 用 基数 表示 就 
有 a 二 2. 特别 地 有 ,过 2% = <. 

性 质 定理 6 设 5 是 超 限 基 数 , 则 有 二 2”. 

证 明 : 由 于 4 是 超 限 基数 ,所 以 一 方面 有 2 和 0, 故 2 委 久 ;而 
另 一 方面 ,8 委 2 , 故 , 多 委 (27 一 2 但 由 超 限 基数 的 乘法 吸收 
律 ,有 65 一 5, 所 以 过 (2) 二 29 = 二 2s, 综 上 所 述 ,就 有 b= 
22. 

性 质 6 虽然 在 无 限 集 基 数 的 计算 上 并 无 操作 性 可 言 , 但 在 理 
论 上 的 确定 性 却 是 有 意义 的 , 例如 , 设 及 为 实数 集 ,那么 ,从 及 到 及 
内 的 函数 到 底 有 多 少 ? 即 car(R*) 一 ?, 以 超 限 基数 c 记 car(R) ,于 
是 由 性 质 定理 6, 有 

car(RR) 一 c: 一 2, 其中.c 一 28o. 
定理 。” 设 5 是 超 限 基 数 并 且 基 数 a 满足 2 委 a 委 0, 那么 ,有 
a’ = 2 

证 明 : 由 于 2 委 < 并 且 委 0,2 是 超 限 基数 ,所 以 由 性 质 5 和 性 

质 6, 有 
2 < 有 Hab = 2, 

所 以 ,2 = 2*. 我 们 称 上 述 定理 为 降 底 定理 . 例如 ,os 一 58" 一 
2% cc 一 36 二 2' 等 (其 中 ,c 是 超 限 基数 ). 
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思考 与 练习 
1. 给 定 序数 a,p. 证 明 :a < Ba' 志 pp 
2. 给 定 序数 a. 证 明 : 在 a 与 其 后 继 a’ 之 间 不 存在 其 他 的 序 


3. 证 明 ; U (4) 是 由 序数 构成 的 集合 A 的 上 确 界 . 
4. 证 明 : 若 4 是 由 序数 构成 的 非 空 集 , 那 么 , 门 (A) 是 A 的 最 


5. 证 明 : 对 序数 ,都 有 

(l)a¢ ai 

(2)a 一 U Co); 

(3)a 二 0 或 者 a 是 极限 序数 >a = U (a). 

6 . 证 明 : 对 于 任意 的 序数 <,8 都 有 

(Da’= fF ea= fp; 

(2)a < porat < Bt; 

(3)8 arBEU (a); 

(4) 若 a 相似 于 8 的 某 个 子 集 ,那么 ,a 二 

7. 证 明 : 给 定 良 序 集 B, 并 设 4 ES B, 那么 ,ord(A) 所 
ord(B). 

8. 给 定 序数 a,pB. 证 明 :a 过 Be 36 关 0(8= 二 a 十 6). 并 举例 说 
明 由 a 过 8 不 能 一 般 地 推出 存在 6 关 0 使 得 6 = 5 十 a. 

9. 证 明 :a 十 8 二 a 十 7 一 8 二 7. 若 我 们 把 该 等 式 称 为 序数 加 法 
的 左 消去 律 ,那么 ,举例 说 明 序 数 加 法 的 右 消去 律 不 成 立 . 

10. 给 定 任意 的 序数 a,8 和 自然 数 , 证 明 :a < 二 Bra 十 n 之 8 十 

11. 证 明 序 数 乘法 的 左 消 去 律 :e 关 0 A a©8 = @O7 一 8 一) 
成 立 ,但 右 消 去 律 一 般 不 成 立 . 

12. 证 明 : 若 序数 a 关 0 并 且 a 不 是 极限 序数 ,和 旭 对 任意 序数 
和 7Y, 都 有 POa = YOa 了 B= 二 7. 
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13. 给 定 基数 a,b,c, 证 明 :a 委 2 一 ac 和 0Oc. 

4. 证 明 : 任 一 超 限 基数 都 不 能 被 表示 为 两 个 小 于 它 的 基数 
的 乘积 . 

5. 证 明 :; 给 定 超 限 基数 a 和 非 零 自然 数 n, 则 ;a” = a. 


上 


一 
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